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wWEDENIE

pREDISLOWIE

dANNOE U^EBNOE POSOBIE PpEDNAZNA^ENO DLQ STUDENTOW I ASPIpANTOW MATEMA-

TI^ESKIH SPECIALXNOSTEJ UNIWEpSITETOW (MATEMATIKA, PpIKLADNAQ MATEMA-

TIKA), ZNAKOMYH S BAZOWYM UNIWEpSITETSKIM KUpSOM TEOpII WEpOQTNOSTEJ.

oDNAKO MY STApALISX IZBEGATX SLI[KOM \PpODWINUTYH" W MATEMATI^ESKOM

OTNO[ENII FOpMULIpOWOK I DOKAZATELXSTW, ^TOBY KpUG WOZMOVNYH ^ITATE-

LEJ WKL@^AL I SPECIALISTOW W OBLASTI PRIKLADNOJ STATISTIKI, VELA@]IH

GLUBVE OZNAKOMITXSQ S MATEMATI^ESKIMI ASPEKTAMI MATEMATI^ESKOJ STA-

TISTIKI. dLQ UDOBSTWA ^ITATELEJ W SPISOK LITEpATUpY WKL@^ENY NE TOLXKO

NEPOSpEDSTWENNYE ISTO^NIKI PpIWODIMYH pEZULXTATOW, NO TAKVE I DpUGIE

STATXI I KNIGI, KOTOpYE, PO MNENI@ AWTOpA, MOGUT OKAZATXSQ POLEZNYMI

^ITATELQM, KOTOpYE POVELA@T PpODOLVITX IZU^ENIE MATEMATI^ESKOJ STA-

TISTIKI SAMOSTOQTELXNO. dANNOE U^EBNOE POSOBIE, SOSTOQ]EE IZ TR<H ^ASTEJ,

PREDSTAWLQET SOBOJ KURS LEKCIJ, KOTOpYJ W TE^ENIE MNOGIH LET AWTOp ^ITAL

STUDENTAM 3-GO I 4-GO KURSOW KAFEDRY MATEMATI^ESKOJ STATISTIKI FAKULX-

TETA WY^ISLITELXNOJ MATEMATIKI I KIBEpNETIKI mOSKOWSKOGO GOSUDApST-

WENNOGO UNIWEpSITETA IM. m. w. lOMONOSOWA W pAMKAH OBQZATELXNOGO KUp-

SA \dOPOLNITELXNYE gLAWY mATEMATI^ESKOJ sTATISTIKI" I SPECIALXNOGO

KUpSA \aSIMPTOTI^ESKAQ sTATISTIKA", A TAKVE STUDENTAM OTDELENIQ PpI-

KLADNOJ MATEMATIKI wOLOGODSKOGO GOSUDApSTWENNOGO PEDAGOGI^ESKOGO UNI-

WEpSITETA.

sO WREMENEM KURS LEKCIJ NEODNOKRATNO MENQLSQ W POISKAH WARIANTA, KO-

TORYJ BYL BY PO WOZMOVNOSTI BOLEE STROJNYM I CELXNYM, DOSTUPNYM I

W TO VE WREMQ SOOTWETSTWOWAL SOWREMENNOMU SOSTOQNI@ PREDMETA. pOMIMO

TRADICIONNYH RAZDELOW DANNYJ KURS LEKCIJ SODERVIT I TAKIE RAZDELY, MA-

LO OSWE]<NNYE W OTE^ESTWENNOJ LITERATURE, KAK \MPIRI^ESKIJ BAJESOWSKIJ
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8 wWEDENIE

PODHOD, ASIMPTOTI^ESKOE RAZLOVENIE |DVWORTA I IH PRIMENENIQ W ZADA^AH

PROWERKI STATISTI^ESKIH GIPOTEZ, ASIMPTOTI^ESKOE RAZLOVENIE kORNI[A

- fI[ERA, "POPRAWLENNOE" ILI SEDLOWOE ASIMPTOTI^ESKOE RAZLOVENIE, SIM-

METRI^NYE STATISTIKI I RAZLOVENIE h<FFDINGA, BUTSTR\P.

pREPODAWATELI wuzOW, UVE ZNAKOMYE HOTQ BY ^ASTI^NO S MATEMATI^ES-

KOJ STATISTIKOJ, MOGUT WYBIRATX IZ KNIGI SOWOKUPNOSTX LEKCIJ, ISPOLXZUQ

KOTORYE (NE OBQZQTELXNO POLNOSTX@) MOVNO SOSTAWITX SEMESTROWYJ KURS

MATEMATI^ESKOJ STATISTIKI.

aWTOp PpIZNATELEN REDAKTORU D. F.-M. N. PpOFESSOpU w.`. kOROL<WU ZA

T]ATELXNOE REDAKTIROWANIE I PLODOTWORNYE OBSUVDENIQ, pECENZENTAM KNI-

GI D. F.-M. N. PpOFESSOpU a. i. zEJFMANU I D. F.-M. N. s. q.{OpGINU, A TAKVE

ZAWEDU@]EMU KAFEDpOJ MATEMATI^ESKOJ STATISTIKI I \KONOMETpIKI tWEp-

SKOGO GOSUDApSTWENNOGO UNIWEpSITETA D. F.-M. N. PpOFESSOpU `. s. hOHLOWU

ZA SOWETY, KOTOpYE, NESOMNENNO, SPOSOBSTWOWALI ULU^[ENI@ IZLOVENIQ. rA-

BOTA NAD KNIGOJ PODDEpVIWALASX GpANTAMI rOSSIJSKOGO FONDA FUNDAMEN-

TALXNYH ISSLEDOWANIJ, PpOEKTY 99-01-00847, 00-01-00360 I 00-01-00657, rOS-

SIJSKOGO GUMANITApNOGO NAU^NOGO FONDA, PpOEKT 00-02-00152A, A TAKVE the

Committee on Knowledge Extension Research (CKER) sEWEpO-aMEpIKANSKOGO

oB]ESTWA aKTUApIEW.
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oBOZNA^ENIQ

P(A) { WEpOQTNOSTX SOBYTIQ A;

EX { MATEMATI^ESKOE OVIDANIE SLU^AJNOJ WELI^INY X;

DX { DISPEpSIQ SLU^AJNOJ WELI^INY X;

Cov(X;Y ) { KOWApIACIQ SLU^AJNYH WELI^IN X I Y ;

mX { MEDIANA SLU^AJNOJ WELI^INY X;

=) { SLABAQ SHODIMOSTX

(SHODIMOSTX PO pASPpEDELENI@);

Pn��! { SHODIMOSTX PO WEpOQTNOSTI;

P-P.N. { PO^TI NAWEpNOE OTNOSITELXNO WEpOQTNOSTNOJ MEpY P

(S WEpOQTNOSTX@ EDINICA);

d
= { SOWPADENIE pASPpEDELENIJ;

R1 { MNOVESTWO DEJSTWITELXNYH ^ISEL;

B1 { BORELEWSKAQ � { ALGEBRA NA PRQMOJ;

Rk { PRQMOE PROIZWEDENIE k MNOVESTW R1 ;

Bk { BORELEWSKAQ � { ALGEBRA MNOVESTW IZ Rk;

1A(�) { INDIKATOR MNOVESTWA A;

�(
) { MNOVESTWO WSEH PODMNOVESTW MNOVESTWA 
;

N { MNOVESTWO NATURALXNYH ^ISEL;

�(�) { DOMINIRU@]AQ MERA;

B(n; p) { BINOMIALXNOE RASPREDELENIE S PARAMETRAMI (n; p);

P(�) { RASPREDELENIE pUASSONA S PARAMETROM �;

N (�; �) { NORMALXNOE RASPREDELENIE S PARAMETRAMI (�; �);

R(a; b) { RAWNOMERNOE RASPREDELENIE NA OTREZKE [a; b];

�(x); '(x) { FUNKCIQ RASPREDELENIQ I PLOTNOSTX

X { 1
n

nP
i=1

Xi;

L(�;x) { FUNKCIQ PRAWDOPODOBIQ;

l(�;x) { LOGARIFM FUNKCII PRAWDOPODOBIQ L(�;x);
L(�; �) { FUNKCIQ POTERX;

R(�; �) { RISK OCENKI �(X);
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r(�;Q) { BAJESOWSKIJ RISK OCENKI �(X), SOOTWETSTWU@]IJ

APRIORNOMU RASPREDELENI@ Q;

�Q(X) { BAJESOWSKAQ OCENKA, SOOTWETSTWU@]AQ

APRIORNOMU RASPREDELENI@ Q;

r(Q) { BAJESOWSKIJ RISK BAJESOWSKOJ OCENKI �Q(X), SOOTWETSTWU@]IJ

APRIORNOMU RASPREDELENI@ Q;

�̂(X) { OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ FUNKCII g(�);

��(X) { MINIMAKSNAQ OCENKA FUNKCII g(�);

��(X) { OPTIMALXNAQ OCENKA FUNKCII g(�);

��(X) { \FFEKTIWNAQ OCENKA FUNKCII g(�);

X { WYBORO^NOE PROSTRANSTWO;

F { ISHODNAQ � { ALGEBRA;

� { PARAMETRI^ESKOE PROSTRANSTWO;

(�; V) { IZMERIMOE PARAMETRI^ESKOE PROSTRANSTWO;

Q(�) { APRIORNOE RASPREDELENIE NA (�; V);
Qx(�) { APOSTERIORNOE RASPREDELENIE NA (�; V);
fP�(�); � 2 �g { ISHODNOE SEMEJSTWO WEROQTNOSTNYH MER;

g(�) { OCENIWAEMAQ FUNKCIQ;

u� { RE[ENIE URAWNENIQ �(x) = �;

a+ { maxf0; ag; a 2 R1;

a� { maxf0; �ag; a 2 R1;

{ KONEC DOKAZATELXSTWA;

w KNIGE ISPOLXZUETSQ STANDApTNAQ SISTEMA NUMEpACII FOpMUL I UTWEpVDE-

NIJ (OPpEDELENIJ, TEOpEM, LEMM, SLEDSTWIJ, PpIMEpOW I ZAME^ANIJ). kAVDOE

IZ UPOMQNUTYH UTWEpVDENIJ SNABVENO TpOJNYM INDEKSOM: PEpWOE ^ISLO {

NOMEp LEKCII, WTOpOE { NOMEp pAZDELA I TpETXE ^ISLO { NEPOSpEDSTWENNYJ

NOMEp UTWEpVDENIQ W \TOM pAZDELE. aNALOGI^NAQ NUMEpACIQ PpIMENENA I K

FOpMULAM. nAPpIMEp, SSYLKA NA FOpMULU (4.1.1) OZNA^AET SSYLKU NA PEpWU@

FOpMULU PEpWOGO pAZDELA ^ETWEpTOJ LEKCII.



lEKCIQ 1

w lEKCII PRIWODQTSQ OSNOWNYE OPREDELENIQ IZ TEORII WEROQTNOSTEJ, KA-

SA@]IESQ IZMERIMOSTI, SLU^AJNYH WELI^IN I FUNKCIJ RASPREDELENIQ. pOD-

ROBNYE DOKAZATELXSTWA IME@TSQ W STANDARTNYH U^EBNIKAH PO TEORII WE-

ROQTNOSTEJ, PRIWEDENNYH WO WTOROM RAZDELE.

1.1 slu~ajnye weli~inyifunkcii ras-

predeleniq

1) pUSTX 
 { NEKOTOROE NEPUSTOE MNOVESTWO PROIZWOLXNOJ PRIRODY, SO-

STOQ]EE IZ \LEMENTOW !. |TI \LEMENTY NAZYWA@TSQ \LEMENTARNYMI

SOBYTIQMI, A MNOVESTWO 
 NAZYWAETSQ PROSTRANSTWOM \LEMENTAR-

NYH SOBYTIJ.

pUSTX A { NEKOTOROE MNOVESTWO PODMNOVESTW PROSTRANSTWA \LEMEN-

TARNYH SOBYTIJ 
, OBLADA@]EE SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI:

(a) 
 2 A,
(b) ESLI A 2 A, TO Ac 2 A,
(c) ESLI Ai 2 A; i = 1; 2; � � � ; TO I

1[
i=1

Ai 2 A;
1\
i=1

Ai 2 A:

mNOVESTWO A NAZYWAETSQ � { ALGEBROJ SOBYTIJ, ILI BORELEWSKIM PO-

LEM SOBYTIJ, A EGO \LEMENTY NAZYWA@TSQ IZMERIMYMI MNOVESTWAMI

ILI SOBYTIQMI.

mNOVESTWO 
 WMESTE S � { ALGEBROJ EGO PODMNOVESTW NAZYWAETSQ IZ-

MERIMYM PROSTRANSTWOM I OBOZNA^AETSQ (
;A).

11



12 lEKCIQ 1

o^EWIDNYM OBRAZOM SISTEMY MNOVESTW

A = f;;
g; A = fA : A � 
g � �(
)

QWLQ@TSQ � { ALGEBRAMI. pRI \TOM A { TRIWIALXNAQ, SAMAQ "BEDNAQ"

� { ALGEBRA, A A { SAMAQ "BOGATAQ" � { ALGEBRA, SOSTOQ]AQ IZ WSEH

PODMNOVESTW 
.

s^<TNO-ADDITIWNAQ MERA P, OPREDEL<NNAQ NA A I NORMIROWANNAQ USLO-

WIEM P(
) = 1, NAZYWAETSQ WEROQTNOSTNOJ MEROJ ILI WEROQTNOS-

TX@. zNA^ENIE P(A) NAZYWAETSQ WEROQTNOSTX@ SOBYTIQ A. tROJKA

(
;A;P) NAZYWAETSQ WEROQTNOSTNYM PROSTRANSTWOM.

2) (X ;B) { IZMERIMOE PROSTRANSTWO, GDE X { NEKOTOROE MNOVESTWO I B
{ � { ALGEBRA EGO PODMNOVESTW.

3) oTOBRAVENIE (FUNKCIQ) X = X(!) WIDA

X : 
 7�! X

NAZYWAETSQ IZMERIMYM (A { IZMERIMYM), ESLI

X�1(B) 2 A DLQ WSEH B 2 B;

GDE X�1(B) { POLNYJ PROOBRAZ MNOVESTWA B,

X�1(B) = f! : X(!) 2 Bg:

kLASS MNOVESTW WIDA

AX = fX�1(B) : B 2 Bg � A

NAZYWAETSQ � { ALGEBROJ, POROVD<NNOJ X. qSNO, ^TO SWOJSTWO IZMERI-

MOSTI ZAWISIT OT � { ALGEBRY A.

4) iZMERIMAQ FUNKCIQ X NAZYWAETSQ SLU^AJNYM \LEMENTOM (SLU^AJNYM

\LEMENTOM SO ZNA^ENIQMI W X ). dEJSTWITELXNAQ (X = R1, B { BO-

RELEWSKAQ � { ALGEBRA, TO ESTX NAIMENX[AQ � { ALGEBRA, SODERVA]AQ

WSE INTERWALY) KONE^NAQ IZMERIMAQ FUNKCIQ NAZYWAETSQ SLU^AJNOJ

WELI^INOJ. pROSTEJ[IM PRIMEROM SLU^AJNOJ WELI^INY QWLQETSQ IN-

DIKATOR 1A(!) L@BOGO MNOVESTWA A 2 A

1A(!) =

(
1; ! 2 A
0; ! =2 A ; A 2 A:
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dRUGIM PRIMEROM SLU^AJNOJ WELI^INY SLUVIT DISKRETNAQ SLU^AJNAQ

WELI^INA, PRINIMA@]AQ NE BOLEE ^EM S^<TNOE MNOVESTWO RAZLI^NYH

ZNA^ENIJ fx1; x2; : : :g. o^EWIDNO, ^TO SOBYTIQ Ai = f! : X(!) = xig NE-
PERESEKA@TSQ I

S
iAi = 
 (WS@DU DALEE BUDEM OBOZNA^ATX OB_EDINENIE

NEPERESEKA@]IHSQ MNOVESTW SIMWOLOM
P
, TO ESTX

C =
X
i

Ai () C =
[
i

Ai; Ai \Aj = ;; i 6= j):

pUSTX

P(Ai) = P(X = xi) = pi:

nABOR WEROQTNOSTEJ fpig I ^ISLA fxig NAZYWA@TSQ RASPREDELENIEM DIS-
KRETNOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X. oNO POLNOSTX@ OPREDELQET WEROQT-

NOSTX POPADANIQ SLU^AJNOJ WELI^INY X W L@BOE BORELEWSKOE MNOVES-

TWO B 2 B
P(X 2 B) =

X
i:xi2B

pi:

sLEDUET OTMETITX, ^TO DLQ L@BOGO BORELEWSKOGO MNOVESTWA B 2 B
TREBOWANIE IZMERIMOSTI POZWOLQET GOWORITX O WEROQTNOSTQH SOBYTIJ

WIDA f! : X(!) 2 Bg SOSTOQ]IH W TOM, ^TO ZNA^ENIQ SLU^AJNOJ WELI-
^INY PRINADLEVAT NEKOTOROMU BORELEWSKOMU MNOVESTWU B. pO\TOMU

MOVNO GOWORITX O WEROQTNOSTNOJ MERE PX , OPREDEL<NNOJ NA MNOVESTWE

WSEH BORELEWSKIH MNOVESTW B S POMO]X@ RAWENSTWA

PX(B) = P(! : X(!) 2 B); B 2 B:

|TA WEROQTNOSTNAQ MERA NAZYWAETSQ RASPREDELENIEM SLU^AJNOJ WELI-

^INY X. w DALXNEJ[EM MY ^ASTO BUDEM ISPOLXZOWATX BOLEE KOROTKOE

OBOZNA^ENIE P(X 2 B) WMESTO P(! : X(!) 2 B). tAKIM OBRAZOM WSQKAQ

SLU^AJNAQ WELI^INA X POROVDAET NOWOE WEROQTNOSTNOE PROSTRANSTWO

(R1;B;PX).

5) sLU^AJNAQ \LEMENT X INDUCIRUET NA PROSTRANSTWE (X ; B) WEROQT-
NOSTNU@ MERU PX , NAZYWAEMU@ RASPREDELENIEM SLU^AJNOGO \LEMENTA

X, WIDA

PX(B) = P(X�1(B)); B 2 B:

6) pUSTX X = R1, RASSMOTRIM WEROQTNOSTI P(X 2 B) W SLU^AE, KOGDA

MNOVESTWA B ESTX INTERWALY (�1; x), TO ESTX PUSTX B = (�1; x).

pOLOVIM W \TOM SLU^AE

FX(x) � F (x) = P(X < x):
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fUNKCIQ F (x) OPREDELENA DLQ L@BOGO DEJSTWITELXNOGO x I NAZYWAETSQ

FUNKCIEJ RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ WELI^INYX. eSLI X { DISKRETNAQ

SLU^AJNAQ WELI^INA, DLQ KOTOROJ P(X = xi) = pi, TO

FX(x) =
X
i:xi<x

pi:

fUNKCIQ RASPREDELENIQ F (x) PROIZWOLXNOJ SLU^AJNOJ WELI^INY OBLA-

DAET SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI:

(a) F (x) NE UBYWAET I NEPRERYWNA SLEWA,

(b) limx!�1 F (x) = 0,

(c) limx!+1 F (x) = 1.

wERNO I OBRATNOE: L@BAQ FUNKCIQ F (x), UDOWLETWORQ@]AQ \TIM TR<M

USLOWIQM, QWLQETSQ FUNKCIEJ RASPREDELENIQ NEKOTOROJ SLU^AJNOJ WE-

LI^INY, OPREDEL<NNOJ NA NEKOTOROM WEROQTNOSTNOM PROSTRANSTWE.

sPRAWEDLIWO SLEDU@]EE

uTWERVDENIE 1.1.1. fUNKCIQ RASPREDELENIQ F (x) IMEET SAMOE BOLX-

[EE KONE^NOE ^ISLO TO^EK, SKA^OK W KOTORYH BOLX[E ILI RAWEN � > 0

I, SLEDOWATELXNO, SAMOE BOLX[EE S^TNOE ^ISLO TO^EK RAZRYWA. pRO-

IZWODNAQ F 0(x) FUNKCII F (x) SU]ESTWUET DLQ PO^TI WSEH ZNA^ENIJ

x.

F (x) WSEGDA MOVET BYTX EDINSTWENNYM OBRAZOM PREDSTAWLENA W WI-

DE SUMMY TRH KOMPONENT:

F (x) = a1F1(x) + a2F2(x) + a3F3(x);

GDE a1; a2; a3 { NEKOTORYE NEOTRICATELXNYE ^ISLA, SUMMA KOTORYH

RAWNA EDINICE, A F1(x); F2(x); F3(x) { FUNKCII RAPREDELENIQ, TAKIE,

^TO: F1(x) ABSOL@TNO NEPRERYWNA, TO ESTX

F1(x) =

Z x

�1
F 01(t)dt; DLQ WSEH x;

(POD INTEGRALOM PONIMAETSQ INTEGRAL lEBEGA),

F2(x) { STUPEN^ATAQ FUNKCIQ RASPREDELENI, RAWNAQ SUMME SKA^KOW

FUNKCII RASPREDELENIQ F (x) WO WSEH TO^KAH RAZRYWA MENX[IH x;

F3(x) { SINGULQRNAQ KOMPONENTA, TO ESTX NEPRERYWNAQ FUNKCIQ, PRO-

IZWODNAQ KOTOROJ PO^TI WS@DU RAWNA NUL@.
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rASMOTRIM, W ^ASTNOSTI, SLU^AI, KOGDA a1 ILI a2 RAWNY EDINICE, TAK

^TO F (x) SOWPADAET S F1(x) ILI F2(x). |TI SLU^AI ^A]E WSEGO WSTRE-

^A@TSQ W PRILOVENIQH. w PERWOM SLU^AE RASPREDELENIE SLU^AJNOJ WE-

LI^INY X BUDEM NAZYWATX ABSOL@TNO NEPRERYWNYM (MOVNO POKAZATX,

^TO RASPREDELENIE SLU^AJNOJ WELI^INY X ABSOL@TNO NEPRERYWNO, ES-

LI P(X 2 B) = 0 DLQ L@BOGO BORELEWSKOGO MNOVESTWA B 2 B NULEWOJ

LEBEGOWOJ MERY), PROIZWODNAQ pX(x) � p(x) = F 0(x) NAZYWAETSQ W \TOM
SLU^AE PLOTNOSTX@ RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY X. mY BU-

DEM GOWORITX O PLOTNOSTI RASPREDELENIQ TOLXKO W TOM SLU^AE, KOGDA

\TO RASPREDELENIE ABSOL@TNO NEPRERYWNO. wO WTOROM SLU^AE, KOGDA

a2 = 1 RASPREDELENIE X ILI SAMA SLU^AJNAQ WELI^INA X NAZYWA@TSQ

DISKRETNYMI. w \TOM SLU^AE SU]ESTWUET KONE^NOE ILI S^<TNOE MNO-

VESTWO X TO^EK DEJSTWITELXNOJ PRQMOJ, TAKOE, ^TO P(X 2 X) = 1.

eSLI X { SLU^AJNAQ WELI^INA S DISKRETNYM RAPREDELENIEM I P(X =

x) > 0, TO ^ISLO x NAZYWAETSQ WOZMOVNYM ZNA^ENIEM SLU^AJNOJ WE-

LI^INY X. sLU^AJNAQ WELI^INA X IMEET RE[ET^ATOE RASPREDELENIE,

ESLI S WEROQTNOSTX@ EDINICA ONA PRINIMAET ZNA^ENIQ WIDA b+nh; n =

0;�1;�2; : : :, GDE b I h > 0 { FIKSIROWANNYE ^ISLA. ~ISLO h NAZYWATSQ

[AGOM RAPREDELENIQ. eSLI NI PRI KAKIH b1 I h1 > h ZNA^ENIQ, PRI-

NIMAEMYE SLU^AJNOJ WELI^INOJ X S WEROQTNOSTX@ EDINICA, NE MOGUT

BYTX PREDSTAWLENY W WIDE b1 + nh1; n = 0;�1;�2; : : :, TO [AG h NAZY-
WAETSQ MAKSIMALXNYM.

oSOBENNO WAVNU@ ROLX IGRA@T TRI DISKRETNYH RAPREDELENIQ { WY-

ROVDENNOE, BINOMIALXNOE I PUASSONOWSKOE, I DWA ABSOL@TNO NEPRE-

RYWNYH RASPREDELENIQ { NORMALXNOE RASPREDELENIE I RAWNOMERNOE RAS-

PREDELENIE.

(a) wYROVDENNOE RAPREDELENIE. sLU^AJNAQ WELI^INA X IMEET

WYROVDENNOE RAPREDELENIE, SOSREDETO^ENNOE W TO^KE a 2 R1, ESLI

P(X = a) = 1: (1:1:1)

fUNKCIQ RASPREDELENIQ F (x) RAWNA NUL@ PRI x � a I RAWNA

EDINICE PRI x > a. wYROVDENNOE RASPREDELENIE OPISYWAET NE-

SLU^AJNYE WELI^INY.

(b) bINOMIALXNOE RAPREDELENIE. sLU^AJNAQ WELI^INA X IMEET

BINOMIALXNOE RAPREDELENIE S PARAMETRAMI (n; p); 0 < p < 1; n �
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1, ESLI

P(X = k) =

 
n

k

!
pk(1� p)n�k; k = 0; 1; : : : ; n: (1:1:2)

|TOT FAKT MY BUDEM OBOZNA^ATX W WIDE

X � B(n; p):

fUNKCIQ RASPREDELENIQ F (x) RAWNA NUL@ PRI x � 0, RAWNA EDI-

NICE PRI x > n I RAWNA

lX
k=1

 
n

k

!
pk(1� p)n�k;

PRI l < x � l + 1. bINOMIALXNOE RASPREDELENIE OPISYWAET SLU-

^AJNYJ \KSPERIMENT SOSTOQ]IJ IZ n NEZAWISIMYH ISPYTANIJ S

WEROQTNOSTX@ p NASTUPLENIQ NEKOTOROGO SOBYTIQ W OTDELXNOM IS-

PYTANII. tOGDA RASPREDELENIE OB]EGO ^ISLA NASTUPLENIJ \TOGO

SOBYTIQ W \KSPERIMENTE QWLQETSQ BINOMIALXNYM S PARAMETRAMI

n I p.

(c) rASPREDELENIE pUASSONA. sLU^AJNAQ WELI^INA X IMEET RA-

PREDELENIE pUASSONA S PARAMETRAM � > 0, ESLI

P(X = k) = e��
�k

k!
; k = 0; 1; : : : (1:1:3)

oBOZNA^ENIE:

X � P(�):
rASPREDELENIE pUASSONA DA<T HORO[U@ APPROKSIMACI@ BINOMI-

ALXNOGO RASPREDELENIQ DLQ BOLX[IH n I MALYH ZNA^ENIJ p (SLU-

^AJ REDKIH SOBYTIJ).

(d) nORMALXNOE RAPREDELENIE.sLU^AJNAQ WELI^INAX IMEET NOR-

MALXNOE RAPREDELENIE S PARAMETRAM (�; �); � 2 R1; � > 0, ESLI

ONA IMEET PLOTNOSTX WIDA

p(x) =
1

�
p
2�

expf�(x� �)2=2�2g: (1:1:4)

oBOZNA^IM \TO KAK

X � N (�; �2):
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nORMALXNU@ FUNKCI@ RASPREDELENIQ I PLOTNOSTX S PARAMETRAMI

(0; 1) WS@DU W DALXNEJ[EM BUDEM OBOZNA^ATX ^EREZ �(x) I '(x) I

NAZYWATX STANDARTNYMI. tAKIM OBRAZOM

'(x) =
1p
2�

expf�x2=2g; �(x) =

Z x

�1
'(t)dt: (1:1:5)

fUNDAMENTALXNAQ ROLX, KOTOROE IGRAET NORMALXNOE RASPREDELE-

NIE, OB_QSNQETSQ TEM, ^TO PRI [IROKIH PREDPOLOVENIQH SUMMY

SLU^AJNYH WELI^IN S ROSTOM ^ISLA SLAGAEMYH WEDUT SEBQ ASIMP-

TOTI^ESKI NORMALXNO.

(e) rAWNOMERNOE RASPREDELENIE. sLU^AJNAQ WELI^INA X IMEET

RAWNOMERNOE RAPREDELENIE NA OTREZKE [a; b], ESLI ONA IMEET PLOT-

NOSTX WIDA

p(x) =

(
(b� a)�1; x 2 [a; b];

0; x =2 [a; b]:
(1:1:6)

oBOZNA^IM \TO KAK

X � R(a; b):
rAWNOMERNOE RASPREDELENIE ESTESTWENNO WOZNIKAET W SLU^AQH POL-

NOGO OTSUTSTWIQ INFORMACII ILI PRI NALI^II SIMMETRII.

7) rASSMOTRIM NEKOTOROE IZMERIMOE PROSTRANSTWO (F ; C) I B { IZMERI-

MU@ FUNKCI@ T = T (x) SO ZNA^ENIQMI W F ,

T : X 7�! F :

tOGDA SUPERPOZICIEJ FUNKCIJ T I X NAZYWAETSQ FUNKCIQ

	(!) = T (X(!)):

pRI \TOM \TA FUNKCIQ QWLQETSQ SLU^AJNOJ WELI^INOJ SO ZNA^ENIQMI

W F . oBOZNA^IM E< RASPREDELENIE ^EREZ

P (C) = P(	�1(C)); C 2 C:

8)

	�1(C) = X�1(T�1(C));

P (C) = P(	�1(C)) = P(X�1(T�1(C))) = PX(T
�1(C)); C 2 C;

TO ESTX, ESLI IZWESTNO RASPREDELENIE SLU^AJNOJ WELI^INY X I FUNK-

CIQ T (x), TO IZWESTNO I RASPREDELENIE T (X).
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9) sPRAWEDLIWO SLEDU@]EE

uTWERVDENIE 1.1.2 ([1], STR. 60, pREDLOVENIE 2.2.5).pUSTX AX �
A ESTX � { PODALGEBRA � { ALGEBRY A, POROVDENNAQ SLU^AJNOJ WELI-
^INOJ X. dLQ TOGO, ^TOBY SLU^AJNAQ WELI^INA Y OPREDELENNAQ NA

(
;A) BYLA AX { IZMERIMOJ, NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY Y

MOVNO BYLO PREDSTAWITX W WIDE

Y = f(X);

GDE f(x) { IZMERIMAQ FUNKCIQ OTOBRAVA@]AQ R1 W SEBQ.
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lEKCIQ 2

w lEKCII PRIWODITSQ BEZ DOKAZATELXSTWA OSNOWNAQ SHEMA POSTROENIQ IN-

TEGRALA lEBEGA. oPREDELQ@TSQ TAKIE HARAKTERISTIKI SLU^AJNYH WELI^IN

KAK MATEMATI^ESKOE OVIDANIE, DISPERSIQ, MODA, MEDIANA, ASIMMETRIQ I

\KSCESS.

2.1 integral lebega. osnownye harak-

teristiki slu~ajnyh weli~in

1) pUSTXX(!) SLU^AJNAQ WELI^INA, ZADANNAQ NA WEROQTNOSTNOM PROSTRAN-

STWE (
;A;P). pOSKOLXKU WEROQTNOSTNOE PROSTRANSTWO ESTX IZMERIMOE
PROSTRANSTWO S MEROJ, TO MOVNO WWESTI PONQTIE INTEGRALA. oPI[EM

KRATKO SHEMU POSTROENIQ INTEGRALA lEBEGA.

dEJSTWITELXNAQ SLU^AJNAQ WELI^INA X (X = R1) NAZYWAETSQ STUPEN-

^ATOJ, ESLI SU]ESTWUET RAZBIENIE MNOVESTWA 



1; � � � ;
N ;
N[
i=1


i = 
; 
i \ 
j = ;; i 6= j

TAKOE, ^TO

X(!) = xi; ! 2 
i; i = 1; � � � ; N;
PRI^<M WSE xi RAZLI^NY.

oBOZNA^IM ^EREZ S { KLASS WSEH STUPEN^ATYH SLU^AJNYH WELI^IN.

2) iNDTIKATOROM (INDIKATORNOJ FUNKCIEJ) NAZYWETSQ FUNKCIQ WIDA

1A(!) =

(
1; ! 2 A
0; ! =2 A ; A 2 A:

19
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iSPOLXZUQ INDIKATORY, STUPEN^ATU@ SLU^AJNU@ WELI^INU MOVNO ZA-

PISATX W WIDE

X 2 S =) X =

NX
i=1

xi1
i
(!):

3) eSLI X NEOTRICATELXNAQ SLU^AJNAQ WELI^INA

X : 
 7�! R+ = [0;+1);

TO SU]ESTWUET NEOTRICATELXNAQ NEUBYWA@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX STU-

PEN^ATYH SLU^AJNYH WELI^IN

Xn 2 S; Xn � 0; Xn � Xn+1;

MONOTONNO SHODQ]AQSQ K X

Xn " X; n! +1:

4) dLQ STUPEN^ATOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X OPREDELIM MATEMATI^ESKOE

OVIDANIE PO FORMULE

X 2 S) EX
def
=

NX
i=1

xiP(
i):

5) mATEMATI^ESKOE OVIDANIE DLQ NEOTRICATELXNYH SLU^AJNYH WELI^IN

TEPERX OPREDELIM KAK

X � 0; EX
def
= Lim

n!1
EXn; GDE Xn 2 S; Xn " X:

6) sLU^AJNU@ WELI^INU X, PRINIMA@]U@ PROIZWOLXNYE ZNAKI, MOVNO

WSEGDA PREDSTAWITX W WIDE RAZNOSTI NEOTRICATELXNYH SLU^AJNYH WE-

LI^IN

X = X+ �X�; GDE X+ = max(X; 0); X� = max(�X; 0):

tEPERX OPREDELIM MATEMATI^ESKOE OVIDANIE PROIZWOLXNOJ SLU^AJNOJ

WELI^INY PO FORMULE

EX
def
= EX+ � EX� �

Z



X(!)dP(!) �
Z
X(!)dP(!);

Z
A

X(!)dP(!)
def
= EX1A:
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7) sLU^AJNAQ WELI^INA X NAZYWAETSQ INTEGRIRUEMOJ, ESLI

EX+ < +1; EX� < +1:

8) nA MNOVESTWE INTEGRIRUEMYH SLU^AJNYH WELI^IN MATEMATI^ESKOE OVI-

DANIE OBLADAET SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI

(a) lINEJNOSTX

E�X = �EX; E(�X + �Y ) = �EX + �EY; �; � 2 R1:

(b) sOHRANENIE PORQDKA

X � Y =) EX � EY:

(c) nEPRERYWNOSTX OTNOSITELXNO MONOTONNOJ SHODIMOSTI

Xn "# X =) EXn "# EX:

(d) lEMMA fATU.

Xn � Z; Z � INTEGRIRIRUEMA =) E lim inf
n!+1

Xn � lim inf
n!+1

EXn;

Xn � Y; Y � INTEGRIRIRUEMA =) E lim sup
n!+1

Xn � lim sup
n!+1

EXn:

oTS@DA SLEDUET tEOREMA lEBEGA O MAVORIRUEMOJ SHODIMOSTI: ES-

LI POSLEDOWATELXNOSTX SLU^AJNYH WELI^INXn SHODITSQ I SU]EST-

WUET INTEGRIRUEMAQ SLU^AJNAQ WELI^INA U � 0 TAKAQ, ^TO

jXnj � U; EjU j < +1;

TO

E Lim
n!1

Xn = Lim
n!1

EXn:

(e) � { ADDITIWNOSTX NEOPREDEL<NNOGO INTEGRALA

X � 0 =)
Z

1S
i=1

Ai

X(!)dP(!) =
1X
i=1

Z
Ai

X(!)dP(!);

GDE fAi 2 A; i = 1; 2; � � �g { SEMEJSTWO POPARNO NEPERESEKA@]IHSQ
IZMERIMYH MNOVESTW.

An "# A =)
Z
An

X(!)dP(!) "#
Z
A

X(!)dP(!); n! +1:
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(f) fORMULA ZAMENY PEREMENNOGO: ESLI

	(!) = T (X(!)); F = R1

TO

E	 =

Z



T (X(!))dP(!) =

Z
R1

tdP (t) =

Z
X

T (x)dPX(x):

(g) tEOREMA rADONA { nIKODIMA.pUSTX NA IZMERIMOM PROSTRAN-

STWE (X ;B) IMEETSQ � { KONE^NAQ MERA � I � { ADDITIWNAQ

FUNKCIQ MNOVESTW G, ABSOL@TNO NEPRERYWNAQ OTNOSITELXNO

� (G � �). tOGDA SU]ESTWUET PLOTNOSTX G OTNOSITELXNO �,

TO ESTX SU]ESTWUET B { IZMERIMAQ FUNKCIQ g(x) TAKAQ, ^TO

G(B) =

Z
B

g(x)d�(x); DLQ WSEH B 2 B:

fUNKCIQ g(x) NAZYWAETSQ PROIZWODNOJ rADONA { nIKODIMA I OBO-

ZNA^AETSQ KAK

g(x) =
dG(x)

d�
� dG

d�
(x):

s TO^NOSTX@ DO � { MNOVESTW MERY NULX FUNKCIQ g(x) EDINST-

WENNA. tEOREMA rADONA { nIKODIMA DA<T OB]IE USLOWIQ SU]EST-

WOWANIQ PLOTNOSTI.

pRIMER. pUSTX NA IZMERIMOM PROSTRANSTWE (X ;B) ZADANY DWE

WEROQTNOSTNYE MERY P1; P2, IME@]IE SOOTWETSTWENNO PLOTNOSTI

p1(x); p2(x) OTNOSITELXNO MERY �. pREDPOLOVIM, ^TO WYPOLNENO

USLOWIE

p2(x) = 0 =) p1(x) = 0:

tOGDA

P1(B) =

Z
B

p1(x)d�(x) =

Z
B

p1(x)

p2(x)
p2(x) d�(x) =

Z
B

p1(x)

p2(x)
dP2(x); B 2 B:

tO ESTX PROIZWODNA rADONA { nIKODIMA MERY P1 OTNOSITELXNO

MERY P2 IMET WID
dP1

dP2
(x) =

p1(x)

p2(x)
:
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(h) eSLI ^EREZ F (x) OBOZNA^ITX FUNKCI@ RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ

WELI^INY X, TO SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

EX =

+1Z
�1

xdF (x);

ZDESX W PRAWOJ ^ASTI STOIT INTEGRAL lEBEGA { sTILTXESA. eSLI U

SLU^AJNOJ WELI^INY X SU]ESTWUET PLOTNOSTX pX(x), TO

EX =

+1Z
�1

xpX(x)dx:

eSLI h(x) BORELEWSKAQ FUNKCIQ, TO ESTX DEJSTWITELXNAQ FUNKCIQ,

OBLASTX OPREDELENIQ KOTOROJ QWLQETSQ DEJSTWITELXNAQ PRQMAQ I

PRI L@BOM c 2 R1 MNOVESTWO fx : h(x) < cg QWLQETSQ BORELEWSKIM,
TO

Eh(X) =

+1Z
�1

h(x)dF (x);

PRI USLOWIII, ^TO SU]ESTWUET HOTQ BY ODIN IZ \TIH INTEGRALOW.

9) mOMENTAMI �s I ABSOL@TNYMI MOMENTAMI �s PORQDKA s > 0 SLU^AJ-

NOJ WELI^INY X NAZYWA@TSQ MATEMATI^ESKIE OVIDANIQ SLU^AJNYH

WELI^IN Xs I jXjs

�s = EXs =

+1Z
�1

xsdF (x); (2:1:1)

�s = EjXjs =
+1Z
�1

jxjsdF (x): (2:1:2)

cENTRALXNYJ MOMENT �s I ABSOL@TNYJ CENTRALXNYJ MOMENTAMI �s
PORQDKA s > 0 SLU^AJNOJ WELI^INY X OPREDELQ@TSQ SOOTWETSTWENNO

RAWENSTWAMI

�s = E(X � EX)s =

+1Z
�1

(x� �1)sdF (x); (2:1:3)
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�s = EjX � EXjs =
+1Z
�1

jx� �1jsdF (x): (2:1:4)

oSOBU@ ROLX IGRAET WTOROJ CENTRALXNYJ MOMENT �2, KOTORYJ NAZYWA-

ETSQ DISPERSIEJ SLU^AJNOJ WELI^INY X I OBOZNA^AETSQ SIMWOLOM DX,

TO ESTX

DX = E(X � EX)2 = EX2 � (EX)2:

zAMETIM, ^TO DX WSEGDA OPREDELENA, ESLI OPREDELENO EX, NO MOVET

PRINIMATX ZNA^ENIQ +1.

wELI^INA � =
p
DX NAZYWAETSQ SREDNEKWADRATI^NYM OTKLONENIEM

SLU^AJNOJ WELI^INY X.

oTMETIM WAVNOE SWOJSTWO WELI^INY DX: ESLI DX = 0, TO

P(X = EX) = 1;

TO ESTX W \TOM SLU^AE SLU^AJNAQ WELI^INA X S WEROQTNOSTX@ EDINICA

POSTOQNNA. dALEE, ESLI DISPERSIQ KONE^NA, TO

D(aX + b) = a2DX; a; b 2 R1:

w ^ASTNOSTI, NORMIROWANNAQ SLU^AJNAQ WELI^INA

X� =
X � EXp

DX
(2:1:5)

WSEGDA IMEET SREDNEE 0 I DISPERSI@ 1.

eSLI U SLU^AJNOJ WELI^INY X SU]ESTWUET MOMENT �k PORQDKA k, TO

�
1=m
m � �

1=k
k I �

1=m
m � �

1=k
k DLQ L@BOGO POLOVITELXNOGO m � k.

oTS@DA SLEDUET, ^TO �m�l � �m+l I �m�l � �m+l DLQ L@BYH l I m.

rASSMOTRIM TEPERX NEKOTORYE HARAKTERISTIKI FORMY I RASPOLOVENIQ

RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY.

eSLI SLU^AJNAQ WELI^INA X ABSOL@TNO NEPRERYWNA, TO ZNA^ENIQ x,

W KOTORYH PLOTNOSTX pX(x) DOSTIGAET SWOEGO MAKSIMALXNOGO ZNA^E-

NIQ, NAZYWA@TSQ MODAMI. eSLI MODA EDINSTWENNA, TO RASPREDELENIE

SLU^AJNOJ WELI^INY NAZYWA@T UNIMODALXNYM, W PROTIWNOM SLU^AE {

MULXTIMODALXNYM.

eSLI X { DISKRETNAQ SLU^AJNAQ WELI^INA I

pk = P(X = xk);
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TO E< MODAMI NAZYWA@T TE ZNA^ENIQ xi, DLQ KOTORYH

P(X = xi) = max
k

pk:

mEDIANOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X NAZYWAETSQ L@BOE ^ISLO mX, DLQ

KOTOROGO SPRAWEDLIWY SOOTNO[ENIQ

P(X � mX) � 1

2
I P(X � mX) � 1

2
:

dLQ SLU^AJNOJ WELI^INY X S ABSOL@TNO NEPRERYWNYM RASPREDELENI-

EM MEDIANA OPREDELQETSQ KAK ZNA^ENIE mX, DLQ KOTOROGO

mXZ
�1

pX(x)dx =

1Z
mX

pX(x)dx =
1

2
:

kWANTILX PORQDKA �; � 2 (0; 1), ESTX ZNA^ENIE x�, DLQ KOTOROGO

P(X � x�) � � I P(X � x�) � �:

eSLI X { SLU^AJNAQ WELI^INA S ABSOL@TNO NEPRERYWNYM RASPREDELE-

NIEM, TO KWANTILX x� PORQDKA � OPREDELQETSQ RAWENSTWOM

FX(x�) = �:

mEDIANA QWLQETSQ KWANTILX@ PORQDKA 1=2.

eSLI SLU^AJNAQ WELI^INA X IMEET KONE^NYE MOMENTY DO ^ETW<RTOGO

PORQDKA WKL@^ITELXNO, TO WELI^INA


1 =
�3

�3
=
E(X � EX)3

D3=2X

NAZYWAETSQ KO\FFICIENTOM ASIMMETRII, A


2 =
�4

�4
� 3 =

E(X � EX)4

D2X
� 3

KO\FFICIENTOM \KSCESSA E< RASPREDELENIQ. |TI WELI^INY HARAKTERI-

ZU@T STEPENX OTLI^IQ FUNKCII RASPREDELENI FX(x) OT FUNKCII RAS-

PREDELENIQ �(x) STANDARTNOGO NORMALXNOGO RASPREDELENIQ, DLQ KOTO-

ROGO KO\FFICIENTY ASIMMETRII I \KSCESSA RAWNY NUL@.
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lEKCIQ 3

w lEKCII OPREDELQ@TSQ HARAKTERISTI^ESKIE FUNKCII SLU^AJNYH WELI^IN,

SEMIINWARIANTY, PRIWODQTSQ OSNOWNYE SWOJSTWA HARAKTERISTI^ESKIH FUNK-

CIJ.

3.1 harakteristi~eskie funkciislu-

~ajnyh weli~in

1) pUSTX SLU^AJNAQ WELI^INA X IMEET FUNKCI@ RASPREDELENIQ F (x),

TOGDA HARAKTERISTI^ESKOJ FUNKCIEJ NAZYWAETSQ KOMPLEKSNOZNA^NAQ

FUNKCIQ WIDA

fX(t) � f(t) = EeitX =

+1Z
�1

eitxdF (x) = (3:1:1)

=

+1Z
�1

cos(tx)dF (x) + i

+1Z
�1

sin(tx)dF (x):

w ^ASTNOSTI, ESLI U SLU^AJNOJ WELI^INY X SU]ESTWUET PLOTNOSTX

p(x) = F 0(x), TO HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ QWLQETSQ PREOBRAZOWA-
NIEM fURXE PLOTNOSTI p(x)

f(t) =

+1Z
�1

eitxp(x)dx: (3:1:2)

dLQ DISKRETNOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X, PRINIMA@]EJ ZNA^ENIQ xk
S WEROQTNOSTQMI pk, HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ f(t) PREDSTAWIMA

27
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RQDOM

f(t) =
X
k

eitxkpk: (3:1:3)

nESLOVNO WIDETX, ^TO ESLI

X � N (�; �2);

TO

f(t) = expfit�� t2�2=2g:
hARAKTERISTI^ESKIE FUNKCII OPREDELENY PRI WSEH DEJSTWITELXNYH t

DLQ L@BYH SLU^AJNYH WELI^IN. pRIWED<M OSNOWNYE SWOJSTWA HARAKTE-

RISTI^ESKIH FUNKCIJ:

(a) SPRAWEDLIWY SOOTNO[ENIQ

f(0) = 1; jf(t)j � 1; t 2 R1;

(b) HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ RAWNOMERNO NEPRERYWNA NA WSEJ DEJ-

STWITELXNOJ OSI;

(c) (POLOVITELXNAQ OPREDEL<NNOSTX HARAKTERISTI^ESKIH FUNKCIJ) PRI

KAVDOM n 2 N DLQ L@BYH KOMPLEKSNYH ^ISEL z1; : : : ; zn I L@BYH

WE]ESTWENNYH ^ISEL t1; : : : ; tn

nX
l;m

f(tl � tm)zl�zm � 0;

(d) \RMITOWOSTX:
�f(�t) = f(t);

(e) PRI Y = aX + b, GDE a I b { DEJSTWITELXNYE ^ISLA

fY (t) = eibtfX(at):

dLQ RE[<T^ATOGO RASPREDELENIQ

pn = P(X = b+ nh); n = 0;�1;�2; : : :

HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ f(t) PREDSTAWIMA W WIDE RQDA fURXE

f(t) = eitb
+1X

n=�1
eitnhpn (3:1:4)
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TAK ^TO

jf(2�=h)j = 1:

oBRATNO, ESLI PRI NEKOTOROM t0 6= 0 SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

jf(t0)j = 1;

TO SOOTWETSTWU@]EE RASPREDELENIE RE[<T^ATOE.

mAKSIMALXNYJ [AG RASPREDELENIQ RAWEN h TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOG-

DA MODULX HARAKTERISTI^ESKOJ FUNKCII MENX[E EDINICY PRI 0 < jtj <
2�=h I RAWEN EDINICE PRI t = 2�=h.

2) sOGLASNO uTWERVDENI@ 1.1.1, MY MOVEM KAVDU@ FUNKCI@ RASPREDELE-

NIQ F (x) PREDSTAWITX W WIDE SUMMY SUMMY TR<H KOMPONENT. iSPOLXZUQ

\TOT FAKT, POLU^AEM SOOTWETSTWU@]EE PREDSTAWLENIE DLQ HARAKTERIS-

TI^ESKIH FUNKCIJ

f(x) = a1f1(x) + a2f2(x) + a3f3(x); (3:1:5)

GDE KAVDYJ ^LEN SODERVIT HARAKTERISTI^ESKU@ FUNKCI@ SOOTWET-

STWU@]EJ KOMPONENTY F (x). rASSMOTRIM TEPERX W OTDELXNOSTI PO-

WEDENIE KAVDOGO IZ \TIH TR<H ^LENOW.

(a) tAK KAK F1(x) ABSOL@TNO NEPRERYWNA, TO

f1(t) =

+1Z
�1

eitxF 01(x)dx

I, SLEDOWATELXNO PO tEOREME rIMANA-lEBEGA

f1(t)! 0 PRI jtj ! 1: (3:1:6)

eSLI DLQ WSEH x SU]ESTWUET ABSOL@TNO INTEGRIRUEMAQ n-Q PROIZ-

WODNAQ F
(n)
1 (x), TO INTEGRIRORWANIEM PO ^ASTQM NESLOVNO POKA-

ZATX, ^TO POWEDENIE f1(t) NA BESKONE^NOSTI OPISYWAETSQ SOOTNO-

[ENIEM

f1(t) = O

� 1

jtjn�1
�

PRI t!1: (3:1:7)

(b) eSLI ^EREZ xk I pk; k = 1; 2; : : : OBOZNA^ITX SOOTWETSTWENNO TO^KI

RAZRYWA I WELI^INY SKA^KOW FUNKCII RASPREDELENIQ F (x) W \TIH

TO^KAH, TO

a2f2(t) =
1X
k=1

pke
itxk :
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|TO WYRAVENIE PREDSTAWLQET SOBOJ SUMMU ABSOL@TNO SHODQ]EGO-

SQ TRIGONOMETRI^ESKOGO RQDA I

lim sup
jtj!1

jf2(t)j = 1: (3:1:8)

(c) hARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ f3(t) QWLQETSQ HARAKTERISTI^ESKOJ

FUNKCIEJ NEPRERYWNOJ FUNKCII RASPREDELENIQ F3(x), IME@]EJ

PROIZWODNU@, PO^TI WS@DU RAWNU@ NUL@. pRI \TOM f3(t) MOVET

NE STREMITXSQ K NUL@ PRI jtj ! 1.

tAKIM OBRAZOM SPRAWEDLIWO SLEDU@]EE

uTWERVDENIE 3.1.1. eSLI W PREDSTAWLENII FUNKCII RASPREDELENIQ

F (x) W WIDE SUMMY TREH KOMPONENT (SM. uTWERVDENIE 1.1.1), a1 > 0,

TO

lim sup
jtj!1

jf(t)j < 1:

oTS@DA SLEDUET, ^TO DLQ jtj � " > 0

jf(t)j < q" < 1;

PRI L@BOM SKOLX UGODNO MALOM " > 0.

eSLI a1 = 1, TO

lim
jtj!1

f(t) = 0:

eSLI a2 = 1, TO

lim sup
jtj!1

jf(t)j = 1:

dLQ L@BOJ HARAKTERISTI^ESKOJ FUNKCII f(t) SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

lim
T!1

1

2T

TZ
�T

jf(t)j2dt =
1X
k=1

p2k;

GDE pk WELI^INY SKA^KOW FUNKCII RASPREDELENIQ F (x) WO WSEH EE TO^-

KAH RAZRYWA xk; k = 1; 2; : : :

sPRAWEDLIWO TAKVE SLEDU@]EE UTWERVDENIE.

uTWERVDENIE 3.1.2. eSLI f(t) { HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ TA-

KAQ, ^TO

jf(t)j � q < 1 PRI jtj � c; c > 0;
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TO PRI jtj < c SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

jf(t)j � 1� (1� q2)
t2

8c2
� exp

n
�(1� q2)

t2

8c2

o
:

pRI MALYH t POWEDENIE f(t) OPISYWAETSQ SLEDU@]IM NERAWENSTWOM.

uTWERVDENIE 3.1.3. pUSTX f(t) { HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ NE-

KOTOROGO NEWYROVDENNOGO RAPREDELENIQ. tOGDA SU]ESTWU@T TAKIE

� > 0 I 
 > 0, ^TO

jf(t)j � 1� �t2; PRI jtj � 
:

3) sLU^AJNAQ WELI^INA X I E< RASPREDELENIE NAZYWA@TSQ SIMMMETRI^-

NYMI, ESLI FUNKCII RASPREDELENIQ SLU^AJNYH WELI^IN X I �X SOW-

PADA@T, TO ESTX, ESLI

X
d
= �X:

eSLI X { SIMMETRI^NAQ SLU^AJNAQ WELI^INA I f(t) E< HARAKTERISTI-

^ESKAQ FUNKCIQ, TO

f(t) = EeitX = Ee�itX = f(�t) = �f(t):

tAKIM OBRAZOM HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ SIMMETRI^NOJ SLU^AJNOJ

WELI^INY WSEGDA DEJSTWITELXNA.

eSLI U SLU^AJNOJ WELI^INY X SU]ESTWUET MOMENT �k = EXk NEKO-

TOROGO CELOGO PORQDKA k � 1, TO HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ \TOJ

SLU^AJNOJ WELI^INY DIFFERENCIRUEMA k RAZ I, KROME TOGO, SPRAWED-

LIWO SOOTNO[ENIE

f
(k)
X (0) = ik�k = ikEXk: (3:1:9)

iSPOLXZUQ FORMULU tEJLORA, MOVNO POKAZATX, ^TO ESLI SLU^AJNAQ WE-

LI^INA X S HARAKTERISTI^ESKOJ FUNKCIEJ fX(t) IMEET MOMENT �k =

EXk NEKOTOROGO CELOGO PORQDKA k � 1, TO SPRAWEDLIWO RAZLOVENIE

fX(t) = 1 +
kX
j=1

�j

j!
(it)j + o(jtjk); t! 0: (3:1:10)

dLQ DOSTATO^NO MALYH ZNA^ENIJ t GLAWNAQ WETWX log fX(t), KOTORAQ

STREMITSQ K NUL@ WMESTE S t, PREDSTAWIMA W WIDE

log fX(t) =
kX
j=1

�j
j!
(it)j + o(jtjk); t! 0: (3:1:11)
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PRI \TOM KO\FFICIENTY f�j(X) � �j ; j = 1; 2; : : :g NAZYWA@TSQ KUMU-
LQNTAMI ILI SEMIINWARIANTAMI SLU^AJNOJ WELI^INY X. sEMIINWA-

RIANTY OPREDELQ@TSQ TAKVE PO FORMULE

�j =
1

ij
l(j)(0); GDE l(t) = log fX(t): (3:1:12)

dLQ NORMALXNOGO RASPREDELENIQ S PROIZWOLXNYMI PARAMETRAMI SEMI-

INWARIANTY WSEH PORQDKOW, NA^INAQ S TRETXEGO, RAWNY NUL@. dLQ RAS-

PREDELENIQ pUASSONA S PARAMETROM � SEMIINWARIANTY WSEH PORQDKOW

RAWNY �.

iZ FORMALXNOGO TOVDESTWA

log

 
1 +

1X
j=1

�j

j!
(it)j

!
=

1X
j=1

�j

j!
(it)j

MOVNO POLU^ITX SLEDU@]U@ FORMULU, SWQZYWA@]U@ SEMIINWARIANT

�s PROIZWOLXNOGO PORQDKA s S MOMENTAMI �1; : : : ; �s

�s = s!
X

(�1)m1+:::+ms�1(m1 + : : :+ms � 1)!

sY
i=1

1

mi!

��i
i!

�mi

: (3:1:13)

zDESX SUMMIROWANIE PROIZWODITSQ PO WSEM CELYM NEOTRICATELXNYM

RE[ENIQM URAWNENIQ

m1 + 2m2 + : : :+ sms = s:

oTS@DA NESLOVNO POLU^ITX SLEDU@]IE FORMULY

�1 = EX = �1; �2 = DX = �2; (3:1:14)

�3 = �3; �4 = �4 � 3�22; �5 = �5 � 10�2�3;

�6 = �6 � 15�2�4 � 10�23 + 30�32;

�7 = �7 � 21�2�5 � 35�3�4 + 210�22�3;

�8 = �8 � 28�2�6 � 56�3�5 � 35�24 + 420�22�4 + 560�2�
2
3 � 630�42:

mOVNO POKAZATX, ^TO DLQ SEMIINWARIANTOW SPRAWEDLIWY NERAWENSTWA

j�nj � nn�n; n = 1; 2; : : : (3:1:15)
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pUSTX X = (X1; � � � ;Xn) { SLU^AJNYJ WEKTOR SO ZNA^ENIQMI W EWKLIDOWOM

PROSTRANSTWE Rn I FUNKCIEJ RASPREDELENIQ

F (x) = P(X1 < x1; � � � ;Xn < xn); x = (x1; � � � ; xn) 2 Rn:

hARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ SLU^AJNOGO WEKTORA X = (X1; � � � ;Xn) OPRE-

DELQETSQ RAWENSTWOM

f(t) = E exp
n nX
i=1

tiXi

o
=

Z
Rn

exp
n nX
i=1

tixi
o
dF (x); t = (t1; � � � ; tn) 2 Rn:

sWOJSTWA HARAKTERISTI^ESKIH FUNKCIJ MNOGOMERNYH RASPREDELENIJ ANA-

LOGI^NY SWOJSTWAM HARAKTERISTI^ESKIH FUNKCIJ SLU^AJNYH WELI^IN. mO-

MENTAMI (SME[ANNYMI MOMENTAMI) SLU^AJNOGO WEKTORA X = (X1; � � � ; Xn)

NAZYWA@TSQ ^ISLA WIDA

�k1;���;kn = EXk1
1 � � �Xkn

n ;

PRI \TOM ^ISLO

k = k1 + � � �+ kn

NAZYWAETSQ PORQDKOM MOMENTA. mOMENTY S NATURALXNYMI INDEKSAMI MOV-

NO OPREDELITX DIFFERENCIROWANIEM HARAKTERISTI^ESKOJ FUNKCII

�k1;���;kn =
(�i)k@kf(0)
@tk11 � � � @tknn

; 0 2 Rn:
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w lEKCII OPREDELQETSQ PONQTIQ NEZAWISIMOSTI I SLU^AJNOGO PROCESSA.

fORMULIRU@TSQ cENTRALXNAQ pREDELXNAQ tEOREMA I zAKON bOLX[IH ~I-

SEL.

4.1 nezawisimostx. osnownye zakony

teorii weroqtnostej

1) pUSTX X1 = X1(!); : : : ;Xn = Xn(!) { SLU^AJNYE WELI^INY, OPREDEL<N-

NYE NA ODNOM I TOM VE WEROQTNOSTNOM PROSTRANSTWE (
;A;P), TOGDA
WEKTOR Xn = (X1; � � � ; Xn) NAZYWAETSQ SLU^AJNYM WEKTOROM, ILI n {

MERNOJ SLU^AJNOJ WELI^INOJ. oBLASTX@ ZNA^ENIJ SLU^AJNOGO WEKTO-

RA Xn QWLQETSQ n { MERNOE EWKLIDOWO PROSTRANSTWO Rn. dLQ KAVDOGO

BORELEWSKOGO MNOVESTWA B PROSTRANSTWA Rn OPREDELENA WEROQTNOSTX

P(Xn 2 B)

NAZYWAEMAQ RASPREDELENIEM SLU^AJNOGO WEKTORA Xn. w ^ASTNOSTI, DLQ

L@BYH DEJSTWITELXNYH ^ISEL x1; : : : ; xn OPREDELENA FUNKCIQ

F (x1; : : : ; xn) = P(X1 < x1; : : : ;Xn < xn);

KOTORAQ NAZYWAETSQ FUNKCIEJ RASPREDELENIQ SLU^AJNOGO WEKTORA Xn.

2) pUSTX (
;A;P) { WEROQTNOSTNOE PROSTRANSTWO, I PUSTX Ai 2 A; i =
1; 2; : : : ; n. sOBYTIQ A1; : : : ; An NAZYWA@TSQ WZAIMNO NEZAWISIMYMI, ES-

LI

P(Ai1 \ : : : \Aik) =
kY
l=1

P(Ail)

35
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DLQ L@BOGO CELOGO ^ISLA 2 � k � n I L@BYH CELYH 1 � i1 < : : : <

ik � n.

pUSTX (X1; � � � ; Xn) { SLU^AJNYE WELI^INY, OPREDEL<NNYE NA (
;A;P).
|TI SLU^AJNYE WELI^INY NAZYWA@TSQ NEZAWISIMYMI, ESLI WZAIMNO

NEZAWISIMY SOBYTIQ WIDA

f! : X(!) 2 Bkg; k = 1; : : : ; n

DLQ L@BYH BORELEWSKIH MNOVESTW B1; : : : ; Bn NA DEJSTWITELXNOJ PRQ-

MOJ. sLU^AJNYE WELI^INY (X1; � � � ;Xn) NEZAWISIMY TOGDA I TOLXKO

TOGDA, KOGDA

F (x1; : : : ; xn) =
nY
k=1

Fk(xk)

DLQ L@BYH DEJSTWITELXNYH x1; : : : ; xn. zDESX

F (x1; : : : ; xn) = P(X1 < x1; : : : ;Xn < xn) I Fk(x) = P(Xk < x):

pOSLEDOWATELXNOSTX SLU^AJNYH WELI^IN X1;X2; : : :, OPREDEL<NNYH NA

ODNOM I TOM VE WEROQTNOSTNOM PROSTRANSTWE, NAZYWAETSQ POSLEDOWA-

TELXNOSTX@ NEZAWISIMYH SLU^AJNYH WELI^IN, ESLI SLU^AJNYE WELI-

^INY X1; : : : ;Xn NEZAWISIMY PRI L@BOM n.

dLQ L@BOJ POSLEDOWATELXNOSTI FUNKCIJ RASPREDELENIQ F1(x); F2(x); : : :

SU]ESTWUET WEROQTNOSTNOE PROSTRANSTWO (
;A;P) I OPREDEL<NNAQ NA
NEM POSLEDOWATELXNOSTX NEZAWISIMYH SLU^AJNYH WELI^IN X1; X2; : : :

TAKAQ, ^TO DLQ L@BOGO n FUNKCIQ RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY

Xn ESTX Fn(x).

eSLI X1; : : : ;Xn+m { NEZAWISIMYE SLU^AJNYE WELI^INY, h I g { BORE-

LEWSKIE FUNKCII SO ZNA^ENIQMI W R1, OPREDEL<NNYE SOOTWETSTWENNO NA

Rn I Rm, TO SLU^AJNYE WELI^INY h(X1; : : : ;Xn) I g(Xn+1; : : : ;Xn+m)

NEZAWISIMY. eSLI SLU^AJNYE WELI^INY h(X1; : : : ;Xn) I g(Xn+1; : : : ; Xn+m)

IME@T MATEMATI^ESKIE OVIDANIQ, TO

Eh(X1; : : : ;Xn)g(Xn+1; : : : ;Xn+m) = Eh(X1; : : : ;Xn)Eg(Xn+1; : : : ;Xn+m):

w ^ASTNOSTI, ESLI SLU^AJNYE WELI^INY X I Y NEZAWISIMY I U NIH

SU]ESTWU@T DISPERSII, TO

EXY = EXEY; D(X + Y ) = DX + DY:
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uTWERVDENIE 4.1.1. eSLI X I Y { NEZAWISIMYE SLU^AJNYE WELI^INY

I FX(x); FY (x) { IH FUNKCII RASPREDELENIQ, A fX(t) I fY (t) { HARAK-

TERISTI^ESKIE FUNKCII, TO SUMMA X+Y IMEET FUNKCI@ RASPREDELE-

NIQ (NAZYWAEMU@ SWeRTKOJ ILI KOMPOZICIEJ FUNKCIJ RASPREDELENIQ

FX(x); FY (x)) WIDA

FX � FY (x) � FX+Y (x) =

1Z
�1

FX(x� y)dFY (y) =

= FY � FX(x) �
1Z

�1

FY (x� y)dFX(y);

I HARAKTERISTI^ESKU@ FUNKCI@

fX+Y (t) = fX(t)fY (t):

3) sLU^AJNYM PROCESSOM NAZYWAETSQ SEMEJSTWO SLU^AJNYH WELI^IN �(t) =

�(!; t), ZADANNYH NA ODNOM WEROQTNOSTNOM PROSTRANSTWE (
;A;P) I ZA-
WISQ]IH OT PARAMETRA t PRINIMA@]EGO ZNA^ENIQ IZ NEKOTOROGO MNO-

VESTWA T .oBOZNA^ATX SLU^AJNYJ PROCESS MY BUDEM SIMWOLAMI f�(t); t 2
Tg ILI �(t). pOSLEDOWATELXNOSTI NEZAWISIMYH SLU^AJNYH WELI^INX1;X2; : : :

RASSMOTRENNYE WY[E, QWLQ@TSQ SLU^AJNYMI PROCESSAMI, DLQ KOTORYH

T = f1; 2; : : :g. tAKIE PROCESSY, U KOTORYH MNOVESTWO T MOVNO OTOV-

DESTWITX SO WSEJ ILI S ^ASTX@ POSLEDOWATELXNOSTI f: : : ;�1; 0; 1; : : :g,
OBY^NO NAZYWA@T PROCESSAMI S DISKRETNYM WREMENEM ILI SLU^AJNY-

MI POSLEDOWATELXNOSTQMI.

eSLI MNOVESTWO T SOWPADAET S NEKOTORYM ^ISLOWYM INTERWALOM T =

[a; b], TO SEMEJSTWO SLU^AJNYH WELI^IN �(t) = �(!; t) NAZYWAETSQ SLU-

^AJNYM PROCESSOM S NEPRERYWNYM WREMENEM. iNTERPRETACIQ PARAMET-

RA t KAK WREMENI, KONE^NO, NE OBQZATELXNA.

rASSMOTRIM NEKOTORYJ SLU^AJNYJ PROCESS �(t) = �(!; t). eSLI FIKSI-

ROWATX !0 2 
, TO MY POLU^IM FUNKCI@ �(t) = �(!0; t); t 2 T , KOTORU@
^ASTO NAZYWA@T WYBORO^NOJ FUNKCIEJ ILI TRAEKTORIEJ SLU^AJNOGO

PROCESSA. tAKIM OBRAZOM, ZDESX W ROLI SLU^AJNYH WELI^IN WYSTUPA-

@T FUNKCII.kAK I RANX[E, MY MOGLI BY RASSMATRIWATX PROSTRANSTWO

\LEMENTARNYH SOBYTIJ 
�, PREDPOLOVIW, ^TO 
� ESTX FUNKCIONALXNOE

PROSTRANSTWO \LEMENTOW � = �(t) I ^TO �-ALGEBRA A� SODERVIT WSE

MNOVESTWA WIDA

f� : �(t0) 2 Cg
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DLQ L@BYH t0 I BORELEWSKIH MNOVESTW C. w \TOM SLU^AE MERU P� W TROJ-

KE (
�;A�;P�) MY BUDEM NAZYWATX RASPREDELENIEM SLU^AJNOGO PROCES-

SA f�(t); t 2 Tg. eSLI VE FIKSIROWATX ZNA^ENIQ t1; : : : ; tk, TO MY POLU-

^IM MNOGOMERNU@ SLU^AJNU@ WELI^INU (�(!; t1); : : : ; �(!; tk)). rASPRE-

DELENIE TAKIH SLU^AJNYH WELI^IN NAZYWAETSQ KONE^NOMERNYMI RAS-

PREDELENIQMI PROCESSA f�(t); t 2 Tg. iZ tEOREMY kOLMOGOROWA O SO-

GLASOWANNYH RASPREDELENIQH SLEDUET, ^TO ZADANIE SOGLASOWANNYH KO-

NE^NOMERNYH RASPREDELENIJ ODNOZNA^NO OPREDELQET RASPREDELENIE PRO-

CESSA.

nAIBOLEE PROSTOJ PRIRODOJ OBLADA@T TAK NAZYWAEMYE ODNORODNYE

SLU^AJNYE PROCESSY S NEZAWISIMYMI PRIRA]ENIQMI.

sLU^AJNYJ PROCESS f�(t); t 2 [a; b]g, OPREDL<NNYJ NA OTREZKE [a; b] NA-
ZYWAETSQ SLU^AJNYM PROCESSOM S NEZAWISIMYMI PRIRA]ENIQMI, ESLI

DLQ L@BYH ^ISEL a � t0 < t1 < : : : < tn � b SLU^AJNYE WELI^INY

�(t0); �(t1)� �(t0); : : : ; �(tn)� �(tn�1)

NEZAWISIMY.

sLU^AJNYJ PROCESS f�(t); t 2 [a; b]g NAZYWETSQ ODNORODNYM, ESLI RAS-
PREDELENIQ SLU^AJNYH WELI^IN �(t1) � �(t0) ZAWISIT LI[X OT DLINY

INTERWALA t1 � t0 I NE ZAWISIT OT t0.

4) pUSTX NA IZMERIMOM PROSTRANSTWE (X ;B) IMEETSQ WEROQTNOSTNAQ MERA
Q (= PX) I � { KONE^NAQ MERA �. gOWORQT, ^TO MERA Q IMEET PLOTNOSTX

OTNOSITELXNO �, ESLI SU]ESTWUET B { IZMERIMAQ FUNKCIQ p(x) TAKAQ,

^TO

Q(B) =

Z
B

p(x)d�(x); DLQ WSEH B 2 B:

pRI \TOM ESLI PX IMEET PLOTNOSTX p(x), TO

ET (X) =

Z
X

T (x)dPX(x) =

Z
X

T (x)p(x)d�(x):

5) cENTRALXNAQ PREDELXNAQ TEOREMA. pUSTX X1;X2; � � � { POSLEDO-

WATELXNOSTX NEZAWISIMYH ODINAKOWO RASPREDELNNYH NEWYROVDENNYH

SLU^AJNYH WELI^IN TAKIH, ^TO

EX2
1 < +1;
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TOGDA

Lim
n!1

sup
x

�����P
�
Sn � n�p

n�
< x

�
� �(x)

����� = 0;

GDE

Sn = X1 + � � �+Xn; � = EX1; �2 = DX1;

�(x) =

xZ
�1

�(t)dt; �(x) =
1p
2�
e�

x
2

2 :

6) zAKON BOLX[IH ^ISEL. pUSTX X1; X2; � � � { POSLEDOWATELXNOSTX NE-
ZAWISIMYH ODINAKOWO RASPREDELNNYH SLU^AJNYH WELI^IN TAKIH, ^TO

EjX1j < +1;

TOGDA

P

�
Lim
n!1

n�1
nX
i=1

Xi = EX1

�
= 1:
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w lEKCII DAETSQ OB]EE OPREDELENIE USLOWNYH MATEMATI^ESKIH OVIDANIJ

I USLOWNYH WEROQTNOSTEJ. rASSMOTRENY IH OSNOWNYE SWOJSTWA.

5.1 uslownyematemati~eskie ovida-

niq i uslownye weroqtnosti

pUSTX (
;A;P) { WEROQTNOSTNOE PROSTRANSTWO I MNOVESTWA (SOBYTIQ) A; B
PRINADLEVAT � { ALGEBRE A, PRI^<M

P(B) > 0:

oPREDELIM USLOWNU@ WEROQTNOSTX SOBYTIQ A PRI USLOWII SOBYTIQ B PO

FORMULE

P(A j B) def= P(A \B)
P(B)

:

rASSMOTRIM SNA^ALA USLOWNU@ WEROQTNOSTX OTNOSITELXNO DISKRETNYH SLU-

^AJNYH WELI^IN.

pUSTX � = �(!) { SLU^AJNAQ WELI^INA, PRINIMA@]AQ ZNA^ENIQ fx1; x2; � � �g
S WEROQTNOSTQMI

pi = P(� = xi) > 0; i 2 N;
X
i

pi = 1:

rASSMOTRIM MNOVESTWA

Bi = f! : �(!) = xig; i 2N:
zAMETIM, ^TO � { ALGEBRA A�, POROVD<NNAQ SLU^AJNOJ WELI^INOJ �, SOSTOIT
IZ MNOVESTW WIDA

� =
X
i2I

Bi; I � N: (5:1:1)

41
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pRI \TOM SU]ESTWU@T USLOWNYE WEROQTNOSTI WIDA

P(A j Bi) � P(A j � = xi); i 2 N:

oPREDELIM TEPERX USLOWNU@ WEROQTNOSTX SOBYTIQ A OTNOSITELXNO SLU-

^AJNOJ WELI^INY � KAK FUNKCI@ SLEDU@]EGO WIDA:

P(A j �(!)) � P(A j � = xi); PRI ! 2 Bi; i 2 N:

pRI \TOM NETRUDNO WIDETX, ^TO SPRAWEDLIWO SLEDU@]EE OSNOWNOE SOOTNO-

[ENIE, DA@]EE OSNOWANIE DLQ OPREDELENIQ USLOWNOJ WEROQTNOSTI W OB]EM

SLU^AE, WIDA

P(A \ �) =
X
i2I

P(A \Bi) =
X
i2I

P(A j � = xi)P(Bi);

ILI

P(A \ �) =

Z
�

P(A j �(!))dP(!); PRI WSEH � 2 A�: (5:1:2)

oPREDELIM TEPERX USLOWNOE MATEMATI^ESKOE OVIDANIE DISKRETNOJ SLU-

^AJNOJ WELI^INY � = �(!) OTNOSITELXNO DISKRETNOJ SLU^AJNOJ WELI^I-

NY �. pUSTX � { DISKRETNAQ SLU^AJNAQ WELI^INA, PRINIMA@]AQ ZNA^ENIQ

fy1; y2; � � �g S WEROQTNOSTQMI

qk = P(� = yk); k 2N;
X
k

qk = 1:

pREDPOLOVIM, ^TO SLU^AJNAQ WELI^INA � INTEGRIRUEMA, TO ESTX

Ej�j =
X
k

jykjqk <1:

oPREDELIM TEPERX USLOWNOE MATEMATI^ESKOE OVIDANIE SLU^AJNOJ WELI^I-

NY � OTNOSITELXNO SLU^AJNOJ WELI^INY � KAK FUNKCI@ WIDA:

E(� j �(!)) � E(� j � = xi)
def
=
X
k

ykP(� = yk j � = xi); PRI ! 2 Bi; i 2 N:

iZ \TOGO OPREDELENIQ NEPOSREDSTWENNO SLEDUET, ^TO

X
k

ykP(� = yk; � = xi) = E(� j � = xi)P(� = xi); i 2 N:
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sUMMIRUQ POSLEDNIE RAWENSTWA PO WSEM i 2 I, POLU^IMX
k

ykP(� = yk;�) =
X
i2I

E(� j � = xi)P(� = xi); I � N:

tO ESTX SPRAWEDLIWO SLEDU@]EE OSNOWNOE INTEGRALXNOE SOOTNO[ENIE, MOTI-

WIRU@]EE OB]EE OPREDELENIE USLOWNOGO MATEMATI^ESKOGO OVIDANIQZ
�

�(!)dP(!) =

Z
�

E(� j �(!))dP(!); PRI WSEH � 2 A�: (5:1:3)

rASSMOTRIM TEPERX OB]IJ SLU^AJ.

pUSTX D { NEKOTORAQ � { PODALGEBRA ISHODNOJ � { ALGEBRY A I PUSTX

� = �(!) { INTEGRIRUEMAQ SLU^AJNAQ WELI^INA.

oPREDELENIE 5.1.1. uSLOWNYM MATEMATI^ESKIM OVIDANIEM INTEGRI-

RUEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY � OTNOSITELXNO � { PODALGEBRY D NAZYWAETSQ

SLU^AJNAQ WELI^INA E(� j D)(!) � E(� j D), UDOWLETWORQ@]AQ SLEDU@]IM

USLOWIQM

1) E(� j D) QWLQETSQ D { IZMERIMOJ SLU^AJNOJ WELI^INOJ.

2) sPRAWEDLIWO SLEDU@]EE INTEGRALXNOE SOOTNO[ENIE (SR. (5.1.3))Z
D

�(!)dP(!) =

Z
D

E(� j D)dP(!); PRI WSEH D 2 D: (5:1:4)

dOKAVEM, ^TO DLQ L@BOJ INTEGRIRUEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY � SU]EST-

WUET USLOWNOE MATEMATI^ESKOE OVIDANIE E(� j D). s \TOJ CELX@ RASSMOTRIM

NA D S^<TNO-ADDITIWNU@ FUNKCI@ MNOVESTW WIDA

�(D) =

Z
D

�(!)dP(!); D 2 D:

oNA QWLQETSQ ABSOL@TNO NEPRERYWNA OTNOSITELXNO P, I PO\TOMU PO tEOREME

rADONA { nIKoDIMA (SM. tEOREMU IZ PUNKTA 8(g), lEKCII 2) SU]ESTWUET D
{ IZMERIMAQ FUNKCIQ g(!) TAKAQ, ^TO

�(D) =

Z
D

g(!)dP(!); D 2 D;

TO ESTX W KA^ESTWE E(� j D) MOVNO WZQTX g(!). tAKIM OBRAZOM W SOOTWETSTWII
S tEOREMOJ rADONA { nIKODIMA USLOWNOE MATEMATI^ESKOE OVIDANIE E(� j D)
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OPREDELQETSQ ODNOZNA^NO S TO^NOSTX@ DO MNOVESTW P { MERY NULX. iNA^E

GOWORQ W KA^ESTWE E(� j D) MOVNO WZQTX L@BU@ D { IZMERIMU@ FUNKCI@

h(!), NAZYWAEMU@ WARIANTOM USLOWNOGO MATEMATI^ESKOGO OVIDANIQ, DLQ

KOTOROJ

�(D) =

Z
D

h(!)dP(!); D 2 D:

oTMETIM TAKVE, ^TO IZ tEOREMY rADONA { nIKODIMA SLEDUET RAWENSTWO

E(� j D) = d�

dP
(!);

TO ESTX USLOWNOE MATEMATI^ESKOE OVIDANIE ESTX NE ^TO INOE, KAK PROIZWOD-

NAQ rADONA { nIKODIMA MERY � OTNOSITELXNO MERY P (RASSMATRIWAEMYH NA

(
;D)).
w SWQZI S SOOTNO[ENIEM (5.1.4) ZAMETIM, ^TO MY NE MOVEM, WOOB]E GOWO-

RQ, POLOVITX

E(� j D) = �;

POSKOLXKU SLU^AJNAQ WELI^INA � NE OBQZANA BYTX D { IZMERIMOJ.

oPREDELENIE 5.1.2. uSLOWNOJ WEROQTNOSTX@ SOBYTIQ A 2 A OTNOSI-

TELXNO � { PODALGEBRY D NAZYWAETSQ SLU^AJNAQ WELI^INA WIDA

P(A j D)(!) � P(A j D) = E(1A j D):

tAKIM OBRAZOM \TO FUNKCIQ UDOWLETWORQ@]AQ SLEDU@]IM USLOWIQM

1) P(A j D) QWLQETSQ D { IZMERIMOJ SLU^AJNOJ WELI^INOJ.

2) sPRAWEDLIWO SLEDU@]EE INTEGRALXNOE SOOTNO[ENIE (SR. (5.1.2))

P(A \D) =

Z
D

P(A j D)dP(!); PRI WSEH D 2 D: (5:1:5)

pUSTX � = �(!) { SLU^AJNAQ WELI^INA SO ZNA^ENIQMI W Rn; oBOZNA^IM �

{ ALGEBRU, POROVD<NNU@ � ^EREZ A�.
oPREDELENIE 5.1.3. uSLOWNYM MATEMATI^ESKIM OVIDANIEM INTEGRI-

RUEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY � OTNOSITELXNO SLU^AJNOJ WELI^INY � NAZY-

WAETSQ SLU^AJNAQ WELI^INA WIDA

E(� j �(!)) � E(� j �) def= E(� j A�):
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uSLOWNOJ WEROQTNOSTX@ SOBYTIQ A 2 A OTNOSITELXNO SLU^AJNOJ WELI^I-

NY � NAZYWAETSQ SLU^AJNAQ WELI^INA WIDA

P(� j �(!)) � P(A j �) def= P(A j A�):

rASSMOTRIM TEPERX PODROBNEE USLOWNYE MATEMATI^ESKIE OVIDANIQ E(� j �)
OTNOSITELXNO SLU^AJNOJ WELI^INY �. pOSKOLXKU PO OPREDELENI@ E(� j �) QW-
LQETSQ A� { IZMERIMOJ FUNKCIEJ, TO SOGLASNO uTWERVDENI@ 1.1.2, NAJD<TSQ

TAKAQ IZMERIMAQ FUNKCIQ m(x), ^TO

m(�(!)) = E(� j �(!)):

|TU FUNKCI@ m(x) BUDEM OBOZNA^ATX ^EREZ

E(� j � = x); TO ESTX m(x)
def
= E(� j � = x)

I NAZYWATX USLOWNYM MATEMTATI^ESKIM OVIDANIEM � PRI USLOWII, ^TO

� = x.

iZ oPREDELENIJ 5.1.1 I 5.1.3 SLEDUET, ^TO SPRAWEDLIWY RAWENSTWAZ
B

�dP =

Z
B

E(� j �)dP =

Z
B

m(�)dP; PRI WSEH B 2 A�:

pO\TOMU ISPOLXZUQ FORMULU ZAMENY PEREMENNOGO W INTEGRALE lEBEGA (SM.

lEKCI@ 2, PUNKT 8(f)), POSLEDN@@ FORMULU MOVNO PEREPISATX W WIDE

Z
f!:�2Cg

�dP =

Z
C

m(x)dP�(x); PRI WSEH C 2 B1; (5:1:6)

GDE P� { RASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ SLU^AJNOJ WELI^INY �.

uSLOWNYE MATEMATI^ESKIE OVIDANIQ PO^TI NAWERNOE OBLADA@T SWOJST-

WAMI OBY^NOGO MATEMATI^ESKOGO OVIDANIQ. nIVE PREDPOLAGAETSQ SU]EST-

WOWANIE I PO^TI NAWERNOE KONE^NOSTX WSEH USLOWNYH MATEMATI^ESKIH OVI-

DANIJ. pRIWED<M TEPERX BEZ DOKAZATELXSTW (KOTORYE, WPRO^EM, NEPOSREDST-

WENNO SLEDU@T IZ OPREDELENIJ) OSNOWNYE SWOJSTWA USLOWNYH MATEMATI^ES-

KIH OVIDANIJ. pRIWED<NNYE NIVE SWOJSTWA WYPOLNQ@TSQ PO^TI NAWERNOE.

dOKAZATELXSTWA MOGUT BYTX NAJDENY, NAPRIMER, W [1] (STR. 231 {234).

1) eSLI � � C, TO

E(� j D) = C:
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2) dLQ L@BYH ^ISEL a; b 2 R1

E(a� + b� j D) = aE(� j D) + bE(� j D):

3) eSLI � � �; TO I

E(� j D) � E(� j D):

4)

jE(� j D)j � E(j�j j D):

5) eSLI

D = f;;
g; TO E(� j D) = E�:

eSLI

D = �(
) = fD : D � 
g; TO E(� j D) = �:

6)

E(E(� j D)) = E�:

7) eSLI D1 � D2, TO

E[E(� j D2) j D1] = E(� j D1):

8) eSLI D1 � D2, TO

E[E(� j D2) j D1] = E(� j D2):

9) pUSTX SLU^AJNAQ WELI^INA � NE ZAWISIT OT � { ALGEBRY D, TO ESTX NE
ZAWISIT OT 1D(!); D 2 D. tOGDA

E(� j D) = E�:

10) pUSTX � { D { IZMERIMAQ SLU^AJNAQ WELI^INA, TOGDA

E(�� j D) = �E(� j D):

11) pUSTX � = �(!) { SLU^AJNAQ WELI^INA, PRINIMA@]AQ ZNA^ENIQ fx1; x2; � � �g
S WEROQTNOSTQMI

pi = P(� = xi) > 0; i 2 N;
X
i

pi = 1:

tOGDA

E(� j � = xi) =
1

P(� = xi)

Z
f!:�=xig

�dP; i 2 N:



5.1 uSLOWNYE OVIDANIQ 47

12) pUSTX (�; �) { PARA SLU^AJNYH WELI^IN, RASPREDELENIE KOTORYH OBLA-

DAET PLOTNOSTX@ p��(x; y):

P((�; �) 2 C) =
Z
C

p��(x; y)dxdy; C 2 B2:

pUSTX p�(x); p�(y) { SOOTWETSTWENNO PLOTNOSTI SLU^AJNYH WELI^IN �

I �. oBOZNA^IM

p�j�(x j y) =
p��(x; y)

p�(y)
;

POLAGAQ p�j�(x j y) = 0, ESLI p�(y) = 0.

tOGDA

P(� 2 B j � = y) =

Z
B

p�j�(x j y)dx; B 2 B1

I

E(� j � = y) =

+1Z
�1

xp�j�(x j y)dx:
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pONQTIE STATISTI^ESKOJ STRUKTURY, WWODIMOE W lEKCII, IGRAET W MA-

TEMATI^ESKOJ STATISTIKE TAKU@ VE ROLX, ^TO I WEROQTNOSTNOE PRO-

STRANSTWO W TEORII WEROQTNOSTEJ. w ^ASTNOSTI, OTNOSITELXNO WYBORA

ISHODNOJ STATISTI^ESKOJ STRUKTURY SPRAWEDLIWY TE VE ZAME^ANIQ, ^TO

I OTNOSITELXNO WYBORA TOGO ILI INOGO WEROQTNOSTNOGO PROSTRANSTWA W

TEORII WEROQTNOSTEJ.

w lEKCII DA@TSQ OSNOWNYE OPREDELENIQ MATEMATI^EKOJ STATISTIKI,

ISPOLXZUEMYE W DALXNEJ[EM.

6.1 statisti~eskie struktury

oPREDELENIE 6.1.1. pUSTX P { SEMEJSTWO WEROQTNOSTNYH MER (RASPRE-

DELENIJ) NA IZMERIMOM PROSTRANSTWE (X ; F). sTATISTI^ESKOJ STRUKTU-
ROJ NAZYWAETSQ TROJKA (X ; F ; P).

pROSTRANSTWO X IMEET SMYSL PROSTRANSTWA NABL@DENIJ (W DALXNEJ[EM,

KAK PRAWILO, MY BUDEM S^ITATX X � Rm; m � 1), TO ESTX IMEETSQ SLU-

^AJNYJ \LEMENT X = X(!) SO ZNA^ENIQMI W X , ZADANNYJ NA WEROQTNOSTNOM
PROSTRANSTWE (
; A) I QWLQ@]IJSQ A � F { IZMERIMYM. pRI \TOM PRED-

POLAGAETSQ, ^TO RASPREDELENIE NEIZWESTNO, NO PRINADLEVIT SEMEJSTWU P.
oSNOWNAQ ZADA^A MATEMATI^ESKOJ STATISTIKI SOSTOIT W TOM, ^TOBY PO NA-

BL@DENI@ = SDELATX WYWODY ILI "OCENITX" RASPREDELENIE PX SLU^AJNOGO

\LEMENTA . ~ASTO S^ITA@T SEMEJSTWO P PARAMETRIZOWANNYM, TO ESTX IME@-

]IM WID

P = fP�; � 2 �g; � � Rk;

I PREDPOLAGA@T, ^TO OTOBRAVENIE

� �! P�

49
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IN_EKTIWNO, TO ESTX OBLADAET SWOJSTWOM

�1 6= �2 =) 9 A 2 F : P�1 6= P�2 :

tAKIE STATISTI^ESKIE STRUKTURY NAZYWA@TSQ OTDELIMYMI ILI IDENTI-

FICIRUEMYMI. w \TOM SLU^AE ZADA^A STATISTIKI SWODITSQ K "OCENIWANI@"

PARAMETRA �.

pRIMERY.

1) pRI STATISTI^ESKOM \KSPERIMENTE, SOSTOQ]EM W PROWEDENII n NEZAWI-

SIMYH NABL@DENIJ NAD SLU^AJNOJ WELI^INOJ, PRINIMA@]EJ KONE^NOE

^ISLO m ZNA^ENIJ, WEROQTNOSTI KOTORYH POLNOSTX@ NE IZWESTNY, NO

OSTA@TSQ POSTOQNNYMI W TE^ENIE \KSPERIMENTA, PRIHODIM K STATIS-

TI^ESKOJ STRUKTURE WIDA

X = f1; 2; � � � ;mgn; F = �(X );

� = f� : � = (�1; � � � ; �m) 2 Rm;
mX
i=1

�i = 1; �i � 0; 1 � i � mg; P� = (��)
n;

GDE �� { RASPREDELENIE WEROQTNOSTEJ NA MNOVESTWE f1; 2; � � � ;mg, ZADA-
WAEMOE WEROQTNOSTQMI (�1; � � � ; �m).

2) pUSTX NABL@DAETSQ ODIN RAZ BINOMIALXNAQ SLU^AJNAQ WELI^INA (SM.

PUNKT 6(b) lEKCII 1)

X � B(n; �)

S NEIZWESTNOJ WEROQTNOSTX@ USPEHA �. w \TOM SLU^AJ IMEEM STATISTI-

^ESKU@ STRUKTURU WIDA

X = f0; 1; 2; � � � ; ng; F = �(X ); � = (0; 1);

p�(k) =

 
n

k

!
�k(1� �)n�k; P�(A) =

X
k2A

p�(k) =

Z
A

p�(x)d�(x); A 2 F ;

GDE �(�) { S^ITA@]AQ MERA, TO ESTX MERA PRIPISYWA@]AQ KAVDOMU

MNOVESTWU IZ F ^ISLO \LEMENTOW W N<M.

3) pUSTX NABL@DAETSQ NORMALXNAQ SLU^AJNAQ WELI^INA (SM. PUNKT 6(d)

lEKCII 1)

X � N (�; �2)
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S NEIZWESTNYMI PARAMETRAMI (�; �2). w \TOM SLU^AJ STATISTI^ESKAQ

STRUKTURA IMEET WID X = R1, F = B1, � = (�; �2), � = R1 � [0;1),

P�(A) =

Z
A

'�;�(x)dx; A 2 B1;

GDE

'�;�(x) =
1

�
'

 
x� �

�

!
; '(x) =

1p
2�

expf�x2=2g:

oPREDELENIE 6.1.2. sTATISTI^ESKAQ STRUKTURA (X ; F ; P) (ILI SEMEJ-

STWO P) NAZYWAETSQ DOMINIRUEMOJ (DOMINIRUEMYM), ESLI SU]ESTWUET PO-

LOVITELXNAQ � { KONE^NAQ MERA � NA (X ; F) TAKAQ, ^TO WYPOLNENO ODNO
IZ DWUH \KWIWALENTNYH USLOWIJ:

1) KAVDOE RASPREDELENIE IZ P ABSOL@TNO NEPRERYWNO OTNOSITELXNO ME-

RY �

P� �; DLQ L@BOGO P 2 P:

2) KAVDOE RASPREDELENIE IZ P IMEET PLOTNOSTX OTNOSITELXNO MERY �

pp(x) � p(x) =
dP

d�
(x):

|KWIWALENTNOSTX \TIH DWUH USLOWIJ SLEDUET IZ tEOREMY rADONA { nIKODI-

MA. w DALXNEJ[EM BUDEM RASSMATRIWATX TOLXKO DOMINIRUEMYE STRUKTURY.

eSLI SEMEJSTWO PARAMETRIZOWANO I DOMINIRUEMO, TO PLOTNOSTX OTNOSITELX-

NO MERY � BUDEM OBOZNA^ATX KAK

p�(x) =
dP�
d�

(x);

TO ESTX

P�(A) =

Z
A

p�(x)d�(x); A 2 F :

tAKU@ STATISTI^ESKU@ STRUKTURU MOVNO ZAPISATX W WIDE

(X ; F ; fp�(x); � 2 �g):

dOMINIRU@]AQ MERA NE EDINSTWENNA, POSKOLXKU ESLI MERA � DOMINIRUET

STRUKTURU I QWLQETSQ ABSOL@TNO NEPRERYWNOJ OTNOSITELXNO MERY �, TO �

TAKVE DOMINIRUET \TU STRUKTURU I NOWYE PLOTNOSTI IME@T WID

�p(x) =
dP

d�
(x) = p(x)

d�

d�
(x):
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oPREDELENIE 6.1.3.wE]ESTWENNAQ FUNKCIQ

L(�; x) = p�(x);

OPREDELNNAQ NA (�; X ) I RASSMATRIWAEMAQ KAK FUNKCIQ � PRI FIKSIROWAN-
NOM NAZYWAETSQ FUNKCIEJ PRAWDOPODOBIQ.

iNOGDA BUDEM RASSMATRIWATX LOGARIFM FUNKCII PRAWDOPODOBIQ

l(�; x) = logL(�; x):

pOLEZNYJ KRITERIJ DOMINIRUEMOSTI STATISTI^ESKOJ STRUKTURY DA<TSQ SLE-

DU@]EJ tEOREMOJ.

tEOREMA 6.1.1.sTATISTI^ESKAQ STRUKTURA (X ; F ; P) QWLQETSQ DOMI-
NIRUEMOJ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA SU]ESTWUET NE BOLEE ^EM S^ETNOE

PODSEMEJSTWO P 0 � P SEMEJSTWA P \KWIWALENTNOE P, TO ESTX TAKOE, ^TO

8 A 2 F : P(A) = 0; 8 P 2 P 0 () P(A) = 0; 8 P 2 P:

pRI \TOM W KA^ESTWE DOMINIRU@]EJ MERY � MOVNO WZQTX WEROQTNOSTNU@

MERU

P
�(A) =

X
p2P 0

cpP(A); A 2 F ;

GDE ^ISLA cp TAKIE, ^TO

cp > 0;
X
p2P 0

cp = 1:

dOKAZATELXSTWO. dOSTATO^NOSTX USLOWIQ O^EWIDNA, ESLI W KA^ESTWE DO-

MINIRU@]EJ MERY � WYBRATX UKAZANNU@ WEROQTNOSTX P�.
dOKAVEM NEOBHODIMOSTX. pREDPOLOVIM, ^TO

P� �; 8 P 2 P: (6:1:1)

mERU � MOVNO S^ITATX WEROQTNOSTX@, TAK KAK ESLI

X =

1X
i=1

Bi; I �(Bi) <1; i 2 N;

TO \KWIWALENTNAQ � MERA

� 0(A) =
1X
i=1

�(A \Bi)
2i�(Bi)

; A 2 F
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QWLQETSQ WEROQTNOSTNOJ. pUSTX

p(x) =
dP

d�
(x); Ap = fx : p(x) > 0g; P 2 P

I H { KLASS S^ETNYH OB_EDINENIJ MNOVESTW Ap. dOKAVEM, ^TO

sup
B2H

�(B) = C � 1

DOSTIVIM. pUSTX MNOVESTWA Ai = Api
2 H TAKIE, ^TO

�(Ai) � C � 1=i:

zAMETIM, ^TO

A =

1[
i=1

Ai 2 H

I DLQ L@BOGO i SPRAWEDLIWY NERAWENSTWA

C � 1=i � �(Ai) � �(A) � C;

PO\TOMU

�(A) = sup
B2H

�(B):

dOKAVEM, ^TO W KA^ESTWE NE BOLEE ^EM S^<TNOGO PODSEMEJSTWA P 0 MOVNO WZQTX
SEMEJSTWO WIDA P 0 = fPig. pRI KAVDOM P SPRAWEDLIWY SOOTNO[ENIQ

Ap [A = (Ap �A) +A 2 H;

PO\TOMU

�(Ap �A) + �(A) = �(Ap [A) � C = �(A)

I ZNA^IT

�(Ap �A) = 0:

tEPERX U^ITYWAQ SOOTNO[ENIE (6.1.1) OTS@DA SLEDUET, ^TO PRI WSEH P 2 P

P(Ap �A) = 0; P 2 P:

nO TOGDA DLQ L@BOGO MNOVESTWA F 2 F SPRAWEDLIWY RAWENSTWA

P(F �A) = 0; P 2 P; (6:1:2)
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POSKOLXKU

P(F \Ap �A) � P(Ap �A) = 0; P(F \Ac
p
�A) � P(Ac

p
) = 0

I

P(F �A) = P(F \Ap �A) + P(F \Ac
p
�A) = 0:

pUSTX MNOVESTWO D 2 F TAKOWO, ^TO DLQ WSEH i

Pi(D) = 0:

pOSKOLXKU pi(x) > 0 NA Ai, IZ
D\Ai

pi(x)d�(x) �
Z
D

pi(x)d�(x) = Pi(D) = 0;

TO PRI WSEH i

�(D \Ai) = 0

I ZNA^IT

�(D \A) = �

 
D \

1[
i=1

Ai

�
�

1X
i=1

�(D \Ai) = 0;

POZTOMU IZ USLOWIQ (6.1.1) SLEDUET, ^TO DLQ L@BOGO P 2 P
P(D \A) = 0; P 2 P:

tEPERX SOOTNO[ENIE (6.1.2) POKAZYWAET, ^TO WEROQTNOSTX SOBYTIQ D

P(D) = P(D �A) + P(D \A) = P(D �A)

RAWNA NUL@.

iZ \TOJ tEOREMY NEPOSREDSTWENNO WYTEKAET SLEDU@]EE

sLEDSTWIE 6.1.1.eSLI SEMEJSTWO P ILI PROSTRANSTWO X NE BOLEE ^EM

S^ETNY, TO STATISTI^ESKAQ STRUKTURA (X ; F ; P) DOMINIRUEMA.
w SLU^AE KOGDA X S^<TNO DOMINIRU@]U@ � { KONE^NU@ MERU, PRIPISYWA-

@]U@ KAVDOMU MNOVESTWU IZ �(X ) ^ISLO \LEMENTOW W N<M, ^ASTO NAZYWA@T
S^ITA@]EJ MEROJ. w REALXNYH ZADA^AH \TA S^ITA@]AQ MERA W DISKRETNOM

SLU^AE I MERA lEBEGA W NEPRERYWNOM SLU^AE ISPOLXZU@TSQ NAIBOLEE ^ASTO.

iZ tEOREMY 6.1.1 TAKVE WYTEKAET SLEDU@]IJ OSNOWNOJ REZULXTAT, POKA-

ZYWA@]IJ, ^TO DLQ DOMINIRUEMOJ STRUKTURY WSEGDA WOZMOVNO W KA^ESTWE

DOMINIRU@]EJ MERY WYBRATX WEROQTNOSTX.

tEOREMA 6.1.2.sTATISTI^ESKAQ STRUKTURA (X ; F ; P) DOMINIRUEMA
TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA NAJDETSQ WEROQTNOSTNOE RASPREDELENIE P�

NA (X ; F), NAZYWAEMOE PRIWILEGIROWANNYM, DOMINIRU@]EE (X ; F ; P) I OB-
LADA@]EE SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI:
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1) RASPREDELENIE P� ABSOL@TNO NEPRERYWNO OTNOSITELXNO L@BOJ MERY,
DOMINIRU@]EJ (X ; F ; P);

2) RASPREDELENIE P
� QWLQETSQ STROGO WYPUKLOJ LINEJNOJ KOMBINACIEJ

WEROQTNOSTEJ IZ NEKOTOROGO NE BOLEE ^EM S^ETNOGO PODSEMEJSTWA

P 0 � P, TO ESTX

P
�(A) =

X
p2P 0

cpP(A); A 2 F ;

GDE ^ISLA cp TAKIE, ^TO

cp > 0;
X
p2P 0

cp = 1;

3) RASPREDELENIE P� \KWIWALENTNO P, TO ESTX

8 A 2 F : P(A) = 0; 8 P 2 P () P
�(A) = 0:

oPREDELENIE 6.1.4. mNOVESTWO A IZ F NAZYWAETSQ P { PRENEBREVI-

MYM (P { NULEWYM), ESLI

P(A) = 0; 8 P 2 P:

w SOOTWETSTWII S \TIM oPREDELENIEM ^ASTO GOWORQT O WYPOLNENII P {

PO^TI WS@DU (P { P.W.) NEKOTOROGO SWOJSTWA.

zAMETIM, ^TO ESLI STATISTI^ESKAQ STRUKTURA (X ; F ; P) QWLQETSQ DOMI-
NIRUEMOJ I ESLI P� { DOMINIRU@]EE PRIWILEGIROWANNOE RASPREDELENIE, TO
SOBYTIE QWLQETSQ P { PRENEBREVIMYM TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA ONO P� {
PRENEBREVIMO. w SAMOM DELE, ESLI SOBYTIE A QWLQETSQ P� { PRENEBREVIMYM
SOBYTIEM, TO ONO I P { PRENEBREVIMO DLQ WSEH P IZ P, POSKOLXKU P� DOMINI-
RUET P. oBRATNO, ESLI SOBYTIE A QWLQETSQ P { PRENEBREVIMYM, TO W SILU

TOGO OBSTOQTELXSTWA, ^TO P� ESTX WYPUKLAQ LINEJNAQ KOMBINACIQ \LEMENTOW
IZ P SOBYTIE A QWLQETSQ I P�{ PRENEBREVIMYM.

oPREDELENIE 6.1.5. sTATISTIKOJ NA STATISTI^ESKOJ STRUKTURE

(X ; F ; P) NAZYWAETSQ IZMERIMOE OTOBRAVENIE T IZMERIMOGO PROSTRAN-

STWA (X ; F) W IZMERIMOE PROSTRANSTWO (Y; H), NE ZAWISQ]EE OT P 2 P.
pOD^ERKN<M E]< RAZ TO WAVNOE OBSTOQTELXSTWO, ^TO STATISTIKA NE ZAWI-

SIT OT SEMEJSTWA P ILI OT PARAMETRA � W SLU^AE EGO NALI^IQ. eSLI X = R1,

TO STATISTIKA T NAZYWAETSQ WE]ESTWENNOJ, W SLU^AE X = Rk GOWORQT O

WEKTORNOJ STATISTIKE. w MATEMATI^ESKOJ STATISTIKE PONQTIE STATISTIKI
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OTWE^AET PONQTI@ SLU^AJNOJ WELI^INY IZ TEORII WEROQTNOSTEJ. nA PRAK-

TIKE ISPOLXZOWANIE STATISTIK SWQZANO S IZWLE^ENIEM NUVNOJ INFORMACII

IZ ISHODNYH ILI NEOBRABOTANNYH DANNYH, PODLEVA]IH ANALIZU.

l@BAQ STATISTIKA T POROVDAET STATISTI^ESKU@ STRUKTURU WIDA (Y;H;PT )
, GDE

PT = fPT ; P 2 Pg; PT (B) = P(T�1(B)); B 2 H: (6:1:3)

|TA STATISTI^ESKAQ STRUKTURA NAZYWAETSQ STATISTI^ESKOJ STRUKTUROJ, IN-

DUCIRUEMOJ STATISTIKOJ T .

oPREDELENIE 6.1.6.

1) pUSTX T1 I T2 { DWE STATISTIKI NA (X ; F ; P) SO ZNA^ENIQMI SOOT-

WETSTWENNO W (Y1; H1) I (Y2; H2). gOWORQT, ^TO T1 I T2 \KWIWALENT-

NY (T1 � T2), ESLI

T�11 (H1) = T�12 (H2):

(oTMETIM, ^TO \TO PONQTIE NIKAK NE SWQZANO S SEMEJSTWOM P, W
^ASTNOSTI, ESLI T1 I T2 SWQZANY WZAIMNO ODNOZNA^NYM I DWUSTORON-

NE IZMERIMYM PREOBRAZOWANIEM, TO ONI \KWIWALENTNY.)

2) pUSTX T1 I T2 { DWE STATISTIKI, ZADANNAYE NA (X ; F ; P) SO ZNA-

^ENIQMI W (Y; H). gOWORQT, ^TO STATISTIKA T1 P { \KWIWALENT-

NA STATISTIKE T2 (T1
P� T2), ESLI SOBYTIE fT1 6= T2g QWLQETSQ P

{ PRENEBREVIMYM. (zAMETIM, ^TO P { \KWIWALENTNYE STATISTIKI

IME@T ODINAKOWYE RASPREDELENIQ DLQ WSEH P 2 P).

3) gOWORQT, ^TO STATISTIKI T1 I T2, ZADANNYE NA (X ; F ; P) NEZAWISI-
MY, ESLI NEZAWISIMY SLU^AJNYE WELI^INY T1 I T2 DLQ WSEH P 2 P.

4) wE]ESTWENNAQ STATISTIKA T , ZADANNAQ NA (X ; F ; P), NAZYWAETSQ
INTEGRIRUEMOJ, ESLI DLQ KAVDOGO RASPREDELENIQ P IZ P SLU^AJNAQ

WELI^INA T INTEGRIRUEMA, TO ESTX SU]ESTWUET MATEMATI^ESKOE

OVIDANIE EPT .

5) wE]ESTWENNAQ INTEGRIRUEMAQ STATISTIKA T , ZADANNAQ NA (X ;F ; P),
NAZYWAETSQ PODOBNOJ W SREDNEM (CENTRIROWANNOJ), ESLI EPT NE ZA-

WISIT OT P IZ P ( EPT = 0 DLQ WSEH P IZ P).

6) oBRAZOM INTEGRIRUEMOJ STATISTIKI T , OPREDELENNOJ NA STATIS-

TI^ESKOJ STRUKTURE (X ; F ; fP�; � 2 �g), NAZYWAETSQ FUNKCIQ 
(�) �
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T (�), OPREDELENNAQ NA � PO FORMULE


(�) = E�T =

Z



TdP�; � 2 �:

oPREDELENIE 6.1.7.

1) pUSTX (X1; F1; P1) I (X2; F2; P2) { DWE STATISTI^ESKIE STRUKTURY.

iH PRQMYM PROIZWEDENIEM

(X1; F1; P1)
 (X2; F2; P2)

NAZYWAETSQ STATISTI^ESKAQ STRUKTURA WIDA

(X1 �X2; F1 �F2; P1 �P2);

GDE

P1 �P2 = fP1 � P2; P1 2 P1; P2 2 P2g:

2) pUSTX (X1; F1; fP�1; � 2 �g) I (X2; F2; fP�2; � 2 �g) { DWE STATISTI-
^ESKIE STRUKTURY S ODINAKOWYM PARAMETRI^ESKIM PROSTRANSTWOM

�. iH POLUPRQMYM PROIZWEDENIEM

(X1; F1; fP�1; � 2 �g)� (X2; F2; fP�2; � 2 �g)

NAZYWAETSQ STATISTI^ESKAQ STRUKTURA WIDA

(X1 �X2; F1 �F2; fP�1 � P�2; � 2 �g):

w ^ASTNOSTI, POLUPRQMOE PROIZWEDENIE KONE^NOGO ^ISLA ODNOJ I TOJ

VE STATISTI^ESKOJ STRUKTURY NAZYWAETSQ STRUKTUROJ POWTOR-

NOJ WYBORKI

(X ; F ; P)n = (X n; Fn; fPn; P 2 Pg):

3) pUSTX (X ; F ; P)n { STATISTI^ESKAQ STRUKTURA POWTORNOJ WYBORKI.

dLQ WSQKOJ TO^KI (x1; � � � ; xn) IZ X n WYBORO^NYM (ILI \MPIRI^ESKIM)

RASPREDELENIEM NAZYWAETSQ RASPREDELENIE NA (X ; F), OPREDELQEMOE
PO FORMULE

Pn(x1; � � � ; xn; A) =
1

n

nX
i=1

1A(xi); A 2 F :
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pROIZWEDENI@ STATISTI^ESKIH STRUKTUR NA PRAKTIKE SOOTWETSTWUET SIS-

TEMA NEZAWISIMYH NABL@DENIJ. w oPREDELENII 6.1.7 (2) PREDPOLAGAETSQ, ^TO

ZNA^ENIE PARAMETRA ODINAKOWO. w oPREDELENII 6.1.7 (1) \TOGO PREDPOLOVE-

NIQ NE DELAETSQ. pONQTIE POWTORNOJ WYBORKI WESXMA WAVNO, ONO OTWE^AET

KONE^NOMU ^ISLU NEZAWISIMYH NABL@DENIJ NAD ODNOJ SLU^AJNOJ WELI^INOJ,

PROWODIMYH W ODINAKOWYH USLOWIQH. eSLI STRUKTURY DOMINIRUEMY, TO NE-

TRUDNO UKAZATX WID FUNKCII PRAWDOPODOBIQ. w O^EWIDNYH OBOZNA^ENIQH:

L(�1; �2; x1; x2) = L(�1; x1)L(�2; x2) W oPREDELENII 6.1.7 (1)

L(�; x1; x2) = L(�; x1)L(�; x2) W oPREDELENII 6.1.7 (2):

w SLU^AE POWTORNOJ WYBORKI UDOBNO POLOVITX

l(�; x) = logL(�; x);

TAK ^TO

l(�; x1; � � � ; xn) =
nX
i=1

l(�; xi):

iTAK, ESLI X = (X1; � � � ; Xn), GDE Xi { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RASPREDEL<N-

NYE SLU^AJNYE WELI^INY SO ZNA^ENIQMI W X I RASPREDELENIEM P 2 P, TO W
\TOM SLU^AE IMEEM STATISTI^ESKU@ STRUKTURU

(X ; F ; P)n:

zAKON bOLX[IH ~ISEL (SM. lEKCIQ 4, PUNKT 6) POKAZYWAET, ^TO PRI BOLX-

[IH n (n ! 1), ESLI P 2 P ESTX OB]EE RASPREDELENIE SLU^AJNYH WELI^IN

(X1; � � � ;Xn), TO

Pn(X1; � � � ;Xn; A); A 2 F

"BLIZKO" K P(A), TO^NEE

P

�
Lim
n!1

Pn(X1; � � � ;Xn; A) = P(A)

�
= 1; P 2 P; A 2 F :

|TOT FAKT WESXMA ^ASTO ISPOLXZUETSQ W STATISTIKE. tAK, DLQ IZU^ENIQ HA-

RAKTERISTIK STATISTI^ESKOJ STRUKTURY (X ; F ; P), TAKIH KAK MOMENTY,

FUNKCII RASPREDELENIQ I T.D., RASSMATRIWA@T STATISTIKU NA (X ; F ; P)n,
SOWPADA@]U@ S TAKOJ VE HARAKTERISTIKOJ DLQ (X ; F ; Pn(X1; � � � ;Xn; �)).
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uDOBNO NAZYWATX STATISTIKU, POLU^AEMU@ TAKIM OBRAZOM, TEM VE TERMI-

NOM, ^TO I RASSMATRIWAEMAQ HARAKTERISTIKA, S DOBAWLENIEM PRILAGATELX-

NOGO "\MPIRI^ESKIJ" ILI "WYBORO^NYJ". tAKIM OBRAZOM SPRAWEDLIW SLE-

DU@]IJ "WYBORO^NYJ" PRINCIP W STATISTIKE: PRI OCENIWANII NEKOTORO-

GO DOSTATO^NO GLADKOGO FUNKCIONALA 	(P) OT NEIZWESTNOGO WEROQTNOSTNOGO

RASPREDELENIQ P 2 P RAZUMNO W KA^ESTWE OCENKI WZQTX 	(Pn).

pRIMERY.

1) |MPIRI^ESKIE (WYBORO^NYE) MOMENTY.

pUSTX

	(P) = �k = EPX
k
1 =

Z
xkdP(x) <1; k 2 N:

tOGDA \MPIRI^ESKIJ MOMENT IMEET WID

�kn = 	(Pn) =

Z
xkdPn(X1; � � � ; Xn;x) =

1

n

nX
i=1

Xk
i : (6:1:4)

2) |MPIRI^ESKAQ FUNKCIQ RASPREDELENIQ.

pUSTX F (x) { FUNKCIQ RASPREDELENIQ SLU^AJNOJ WELI^INY X1, TO ESTX

	(P) = F (x) = P(X1 < x) =

xZ
�1

dP(y) <1; x 2 R1:

tOGDA IMEEM \MPIRI^ESKU@ FUNKCI@ RASPREDELENIQ

Fn(x) = 	(Pn) =

xZ
�1

dPn(X1; � � � ; Xn; y) =
1

n

nX
i=1

1(�1; x)(Xi): (6:1:5)

3) |MPIRI^ESKAQ HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ.

pUSTX f(t) { HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ SLU^AJNOJ WELI^INY X1, TO

ESTX

	(P) = f(t) = EPe
itX1 =

Z
eitxdP(x); t 2 R1:

tOGDA \MPIRI^ESKAQ HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ IMEET WID

fn(t) = 	(Pn) =

Z
eitxdPn(X1; � � � ; Xn;x) =

1

n

nX
j=1

eitXj : (6:1:6)
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lEKCIQ 7

w PROTIWOPOLOVNOSX PONQTIQM, WWEDENNYM W PREDYDU]EJ lEKCII, KOTO-

RYE OBOB]A@T OSNOWNYE OPREDELENIQ TEORII WEROQTNOSTEJ, W lEKCII WWO-

DITSQ FUNDAMENTALXNOE PONQTIE DOSTATO^NOSTI, QWLQ@]EESQ SOBSTWEN-

NO STATISTI^ESKIM.

7.1 dostato~nye statistiki

oBRABOTKA REZULXTATOW NABL@DENIJ I PREDSTAWLENIE IH W WIDE, NAIBOLEE

PODHODQ]EM DLQ PRINQTIQ RE[ENIJ, QWLQETSQ ODNOJ IZ WAVNEJ[IH ZADA^A

NA NA^ALXNOJ STADII STATISTI^ESKOGO ISSLEDOWANIQ. pRI \TOJ PERWI^NOJ

OBRABOTKE REZULXTATOW NABL@DENIJ OB_<M ISHODNOGO MNOVESTWA WYBORO^NYH

ZNA^ENIJ UMENX[AETSQ DO OTNOSITELNO NEBOLX[OGO ^ISLA STATISTIK. pRI

\TOM BYLO BY VELATELXNO, ^TO BY PRI \TOM NE BYLO POTERI INFORMACII,

NEOBHODIMOJ DLQ PRINQTIQ RE[ENIQ. pONQTIE DOSTATO^NOSTI I SLUVIT DLQ

MATEMATI^ESKOJ FORMALIZACII \TOJ PROCEDURY.

oPREDELENIE 7.1.1. pUSTX (X ; F ; P) { STATISTI^ESKAQ STRUKTURA.
D � F { � { PODALGEBRA NAZYWAETSQ DOSTATO^NOJ, ESLI DLQ L@BOGO A IZ

F SU]ESTWUET WARIANT USLOWNOJ WEROQTNOSTI

P(A j D) � P(X 2 A j D);

NE ZAWISQ]IJ OT P IZ P.
|TO OPREDELENIE RAWNOSILXNO TOMU, ^TO DLQ KAVDOJ INTEGRIRUEMOJ STA-

TISTIKI Z SU]ESTWUET WARIANT USLOWNOGO MATEMATI^ESKOGO OVIDANIQ E(Z j
D), NE ZAWISQ]IJ OT P IZ P. dEJSTWITELXNO, ESLI UKAZANNOE SWOJSTWO WERNO
DLQ INDIKATOROW MNOVESTW IZ F , TO, OBRAZUQ IH LINEJNYE KOMBINACII I
PEREHODQ K PREDELAM, UBEVDAEMSQ W SPRAWEDLIWOSTI \TOGO FAKTA DLQ WSEH

INTEGRIRUEMYH STATISTIK.

61
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oTMETIM, ^TO PONQTIE DOSTATO^NOSTI � { ALGEBRY NEPOSREDSTWENNO SWQ-

ZANO S SEMEJSTWOM P. qSNO, ^TO PRI RAS[IRENII P � { ALGEBRA D NE OBQZANA

OSTAWATXSQ DOSTATO^NOJ.

oPREDELENIE 7.1.2. sTATISTIKA T , ZADANNAQ NA (X ; F ; P) SO ZNA^E-
NIQMI W (Y; H) NAZYWAETSQ DOSTATO^NOJ, ESLI DOSTATO^NA � { ALGEBRA

T�1(H).
hOTQ W BOLX[INSTWE KLASSI^ESKIH ZADA^ WAVNY IMENNO DOSTATO^NYE

STATISTIKI, PONQTIE DOSTATO^NOJ � { ALGEBRY QWLQETSQ, PO KRAJNEJ MERE

S TEORETI^ESKOJ TO^KI ZRENIQ, BOLEE UDOBNYM, ^EM PONQTIE DOSTATO^NOJ

STATISTIKI. oTMETIM, ^TO SU]ESTWU@T PRIMERY � { ALGEBR, KOTORYE NE

POROVDA@TSQ NIKAKOJ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ SO ZNA^ENIQMI W ZADANNOM

IZMERIMOM PROSTRANSTWE.

pRIMER 7.1.1. pUSTX X = (X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RAS-

PREDEL<NNYE SLU^AJNYE WELI^INY, IME@]IE RAPREDELENIE pUASSONA S NEIZ-

WESTNYM PARAMETROM � > 0.

Xi � P(�); i = 1; � � � ; n:

dOKAVEM, ^TO STATISTIKA

T =

nX
i=1

Xi

QWLQETSQ DOSTATO^NOJ. s \TOJ CELX@ ZAMETIM, ^TO

T =

nX
i=1

Xi � P(n�);

PO\TOMU, ESLI
nP
i=1

ki = m; ki; m 2 f0; 1; 2; � � �g, TO

P�(X1 = k1; � � � ; Xn = kn j T = m) =
e�n��mm!

e�n�(n�)mk1! � � � kn!
=

m!

nmk1! � � � kn!
:

eSLI
nP
i=1

ki 6= m, TO \TA WEROQTNOSTX RAWNA NUL@. iTAK

P(X 2 A j T = m) =
X

k1;���;kn2A
P�(X1 = k1; � � � ;Xn = kn j T = m); A 2 F

NE ZAWISIT OT �.
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pOKAVEM NA \WRISTI^ESKOM UROWNE, ^TO DOSTATO^NAQ STATISTIKA = T (X)

SODERVIT O � 2 � (P 2 P) TU VE INFORMACI@, ^TO I , TO ESTX PRI PEREHODE

OT K INFORMACIQ O � NE TERQETSQ.

pOSKOLXKU RASPREDELENIE P�(X 2 A j T = t) PO OPREDELENI@ NE ZAWISIT

OT �, TO MY MOVEM W PRINCIPE PRI KAVDOM t SMODELIROWATX STATISTIKU Zt,

IME@]U@ \TO RASPREDELENIE

P(Zt 2 A) = P�(X 2 A j T = t); A 2 F ;

PRI^<M \TA STATISTIKA Zt INFORMACI@ O � NE SODERVIT. sMODELIRUEM TE-

PERX STATISTIKU T = T (X) TAK, ^TO BY ONA NE ZAWISILA OT Zt, TOGDA SOSTAW-

NAQ STATISTIKA ZT (X) IMEET TAKOE VE RASPREDELENIE KAK I , I, ZNA^IT, WSQ

INFORMACIQ O � SODERVITSQ W STATISTIKE .

dOKAVEM, ^TO UX I ZT (X) SOWPADA@T RASPREDELENIQ. iSPOLXZUQ SWOJSTWA

USLOWNYH MATEMATI^ESKIH OVIDANIJ, IMEEM

P�(ZT (X) 2 A) = E�P�(ZT (X) 2 A j T = t) = E�P�(Zt 2 A j T = t) =

= E�P(Zt 2 A) = E�P�(X 2 A j T = t) = P�(X 2 A); A 2 F :
pRIMER 7.1.2. pREDPOLOVIM, ^TO NABL@DENIE X RASPREDELENO NORMALXNO

SO SREDNIM NOLX I NEIZWESTNOJ DISPERSIEJ �2 > 0

X � N (0; �2):

tOGDA RASPREDELENIE X SIMMETRI^NO OTNOSITELXNO NULQ. pRI USLOWII ^TO

jXj = t, EDINSTWENNYE DWA WOZMOVNYH ZNA^ENIQ X ESTX �t, I IZ SIMMETRII
SLEDUET, ^TO USLOWNAQ WEROQTNOSTX KAVDOGO IZ NIH RAWNA 1=2

P

�
X = t j jXj = t

�
= P

�
X = �t j jXj = t

�
=

1

2
:

tAKIM OBRAZOM, USLOWNOE RASPREDELENIE X PRI ZADANNOM jXj NE ZAWISIT OT
�2, I ZNA^IT STATISTIKA

T (X) = jXj
DOSTATO^NA. tEPERX NABL@DENIE X 0 S TEM VE RASPREDELENIEM, ^TO I X,

MOVNO POLU^ITX IZ T , BROSAQ PRAWILXNU@ MONETU I POLAGAQ X 0 = T ILI

X 0 = �T , KOGDA MONETA WYPADET GERBOM ILI RE[<TKOJ.

wYDELENIE DOSTATO^NYH STATISTIK S POMO]X@ oPREDLENIE 7.1.2 NEUDOB-

NO, POSKOLXKU ONO TREBUET, WO-PERWYH, UGADYWANIQ DOSTATO^NOJ STATISTIKI

T (X), KOTORAQ MOGLA BY BYTX DOSTATO^NOJ, A ZATEM PROWERKI TOGO, QWLQ-

ETSQ LI USLOWNOE RASPREDELENIE X PRI ZADANNOM T (X) NEZAWISQ]IM OT �.
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oDNAKO DLQ DOMINIRUEMYH SEMEJSTW SU]ESTWUET PROSTOJ KRITERIJ FAKTO-

RIZACII (SM. tEOREMU 7.1.3).

tEOREMA 7.1.1.pUSTX D � F { DOSTATO^NAQ � { PODALGEBRA DLQ STA-

TISTI^ESKOJ STRUKTURY (X ; F ; P), TOGDA

1) � { PODALGEBRA D QWLQETSQ DOSTATO^NOJ DLQ L@BOJ STATISTI^ESKOJ

STRUKTURY WIDA

(X ; F ; P 0); GDE P 0 � P
ILI P 0 { WYPUKLAQ OBOLO^KA P.

2) wSQKAQ STATISTIKA, \KWIWALENTNAQ DOSTATO^NOJ, SAMA DOSTATO^-

NA.

3) eSLI D0 � D { � { PODALGEBRA D, TOGDA D0 DOSTATO^NA DLQ STA-

TISTI^ESKOJ STRUKTURY (X ; D; P) W TOM I TOLXKO W TOM SLU^AE,

KOGDA D0 { DOSTATO^NA DLQ ISHODNOJ STATISTI^ESKOJ STRUKTURY

(X ; F ; P).

dOKAZATELXSTWO. pUNKTY 1 I 2 NEPOSREDSTWENNO SLEDU@T IZ OPREDE-

LENIQ DOSTATO^NOSTI. dLQ DOKAZATELXSTWA PUNKTA 3 ZAMETIM, ^TO ESLI D0 {
DOSTATATO^NA DLQ (X ; F ; P), TO ONA O^EWIDNO DOSTATO^NA I DLQ (X ; D; P).
oBRATNO, ESLI D0 { DOSTATATO^NA DLQ (X ; D; P), TO

P(A j D0) = E(P(A j D) j D0); A 2 F :

pOSKOLXKU PO USLOWI@ D { DOSTATO^NAQ � { PODALGEBRA DLQ (X ; F ; P), TO

P(A j D)

NE ZAWISIT OT P I QWLQETSQ D { IZMERIMOJ FUNKCIEJ, PO\TOMU, W SILU DO-

STATO^NOSTI D0, \TO USLOWNOE MATEMATI^ESKOE OVIDANIE NE ZAWISIT OT P, A
ZNA^IT I P(A j D0) NE ZAWISIT OT P.

w SLU^AE DOMINIRUEMYH STRUKTUR SPRAWEDLIW SLEDU@]IJ FUNDAMEN-

TALXNYJ TEORETI^ESKIJ REZULXTAT.

tEOREMA 7.1.2.pUSTX (X ; F ; fP�; � 2 �g) { DOMINIRUEMAQ STATISTI-
^ESKAQ STRUKTURA, A P� { PRIWILEGIROWANNOE DOMINIRU@]EE WEROQTNOST-

NOE RASPREDELENIE. tOGDA NEOBHODIMYM I DOSTATO^NYM USLOWIEM DOSTA-

TO^NOSTI � { PODALGEBRY D � F QWLQETSQ SU]ESTWOWANIE D { IZMERIMYH

(DLQ WSEH � 2 �) PLOTNOSTEJ

p�(x) =
dP�
dP�

(x):
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pRI \TOM USLOWII DLQ WSQKOGO A 2 F MOVNO W KA^ESTWE OB]EGO ZNA^ENIQ

USLOWNYH WEROQTNOSTEJ P�(A j D) POLOVITX

P�(A j D) = P
�(A j D); A 2 F :

dOKAZATELXSTWO. nEOBHODIMOSTX. pUSTX D � F { DOSTATO^NAQ � {

PODALGEBRA. dLQ KAVDOGO SOBYTIQ A 2 F OBOZNA^IM ^EREZ P(A j D) WARIANT
P�(A j D), NE ZAWISQ]IJ OT � 2 �. tOGDA

P�(A \B) =
Z
B

P�(A j D)dP� =
Z
B

P(A j D)dP�; � 2 �; B 2 D; A 2 F :

(7:1:1)

pOSKOLXKU P� QWLQETSQ WYPUKLOJ KOMBINACIEJ NE BOLEE ^EM S^<TNOGO ^ISLA
P�; � 2 �0 (tEOREMA 6.1.2, PUNKT 2)

P
�(A) =

X
�2�0

c�P�(A); A 2 F ;

TO PEREHODQ K WYPUKLYM KOMBINACIQM W RAWENSTWE (7.1.1), POLU^IM

P
�(A \B) =

Z
B

P(A j D)dP�; B 2 D; A 2 F ; (7:1:2)

TO ESTX P(A j D) ZADA<T WARIANT USLOWNOJ WEROQTNOSTI P
�(A j D). pOLAGAQ

W SOOTNO[ENII (7.1.1) B = X , TEPERX POLU^IM

P�(A) =

Z
P(A j D)dP� =

Z
P
�(A j D)dP� =

Z
P
�(A j D)p�dP�; � 2 �; A 2 F ;

(7:1:3)

PRI^<M, POSKOLXKU P� ABSOL@TNO NEPRERYWNY OTNOSITELXNO P
� NA D, TO

PLOTNOSTX p�(x) QWLQETSQ D { IZMERIMOJ. pOSLEDNEE RAWENSTWO MOVNO ZA-

PISATX W WIDE (SM. lEKCIQ 5, SWOJSTWA 10 I 6 USLOWNOGO MATEMATI^ESKOGO

OVIDANIQ) Z
P
�(A j D)p�dP� = E

�
P
�(A j D)p� = E

�
E
�(1A j D)p� =

= E
�
E
�(1Ap� j D) = E

�1Ap� =
Z
A

p�dP
�; � 2 �; A 2 F ;

TO ESTX

P�(A) =

Z
A

p�dP
�; � 2 �; A 2 F : (7:1:5)
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|TO RAWENSTWO I OZNA^AET, ^TO

p�(x) =
dP�
dP�

(x);

PRI^<M PLOTNOSTX p�(x) QWLQETSQ D { IZMERIMOJ.

dOSTATO^NOSTX. pREDPOLOVIM, ^TO MOVNO WYBRATX D { IZMERIMYJ

WARIANT PLOTNOSTI

p�(x) =
dP�
dP�

(x):

pOKAVEM, ^TO TOGDA P�(A j D) MOVET SLUVITX USLOWNOJ WEROQTNOSTX@ P�(A j
D) DLQ WSEH � 2 �. iMEEM

P�(A \B) =
Z
1A1BdP� =

Z
1A1Bp�dP

�; � 2 �; B 2 D; A 2 F ; (7:1:6)

NO FUNKCIQ 1B(x)p�(x) D { IZMERIMA, PO\TOMU PO SWOJSTWAM 6 I 10 IZ lEKCII

5 USLOWNYH MATEMATI^ESKIH OVIDANIJ, RAWENSTWO (7.1.6) MOVNO PEREPISATX

W WIDE

P�(A \B) =
Z
E
�(1A1Bp� j D)dP� =

=

Z
P
�(A j D)1Bp�dP� =

Z
B

P
�(A j D)dP�; � 2 �; B 2 D; A 2 F : (7:1:7)

rAWENSTWO (7.1.7) POKAZYWAET, ^TO P�(A j D) MOVET SLUVITX USLOWNOJ WERO-
QTNOSTX@ P�(A j D) DLQ WSEH � 2 �.

sLEDSTWIE 7.1.1.pUSTX D � F { DOSTATO^NAQ � { PODALGEBRA DLQ

DOMINIRUEMOJ STATISTI^ESKOJ STRUKTURY (X ; F ; P). tOGDA L@BAQ � {

PODALGEBRA D0, SODERVA]AQ D; D � D0, TAKVE DOSTATO^NA.
sLEDSTWIE 7.1.2.pUSTX D � F ; D0 � F 0 { DWE DOSTATO^NYE � {

PODALGEBRY DLQ DOMINIRUEMYH STATISTI^ESKIH STRUKTUR (X ; F ; P) I

(X 0; F 0; P 0) SOOTWETSTWENNO. tOGDA � { PODALGEBRA D � D0 DOSTATO^NA
DLQ PROIZWEDENIQ STATISTI^ESKIH STRUKTUR

(X ; F ; P)
 (X 0; F 0; P 0):

dOKAZATELXSTWO sLEDSTWIQ 7.1.1 NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ OPREDELENIQ

IZMERIMOSTI I tEOREMY 7.1.2.

dLQ DOKAZATELXSTWA sLEDSTWIQ 7.1.2 ZAMETIM, ^TO PLOTNOSTX p�(x)p
0
�(x

0)
NA PROIZWEDENII X �X 0 QWLQETSQ D�D0 { IZMERIMOJ TOGDA I TOLXKO TOGDA,
KOGDA p�(x) I p

0
�(x) QWLQ@TSQ SOOTWETSWENNO D I D0 IZMERIMYMI.



7.1. dOSTATO^NYE STATISTIKI 67

w ^ASTNOSTI, ESLI � { ALGEBRY D I D0 POROVDA@TSQ STATISTIKAMI T I

T 0, TO PARA (T; T 0) DOSTATO^NA DLQ PROIZWEDENIQ STATISTI^ESKIH STRUKTUR.
qSNO, ^TO \TI SWOJSTWA TAKVE WERNY I DLQ POLUPRQMYH PROIZWEDENIJ

STATISTI^ESKIH STRUKTUR.

tEOREMA 7.1.2 POZWOLQET USTANOWITX SLEDU@]IJ, ^ASTO PRIMENQEMYJ NA

PRAKTIKE, KRITERIJ DOSTATO^NOSTI, POZWOLQ@]IJ NAHODITX DOSTATO^NYE

STATISTIKI.

tEOREMA 7.1.3.(kRITERIJ FAKTORIZACII)pUSTX (X ; F ; fp�; � 2 �g) {

DOMINIRUEMAQ STATISTI^ESKAQ STRUKTURA. sTATISTIKA T SO ZNA^ENI-

QMI W IZMERIMOM PROSTRANSTWE (Y; H) QWLQETSQ DOSTATO^NOJ TOGDA I

TOLXKO TOGDA, KOGDA SU]ESTWU@T

1) NEOTRICATELXNAQ F { IZMERIMAQ FUNKCIQ h(x) NA X ,

2) H { IZMERIMAQ DLQ WSEH � 2 � FUNKCIQ g�(t) NA Y TAKIE, ^TO

p�(x) = g�(T (x))h(x) P. W. � 2 �; x 2 X :

dOKAZATELXSTWO. pUSTX P
� { PRIWILEGIROWANNOE WEROQTNOSTNOE RAS-

PREDELENIE, DOMINIRU@]EE STATISTI^ESKU@ STRUKTURU (X ; F ; fp�; � 2 �g).
tOGDA PO tEOREME 7.1.2 NEOBHODIMYM I DOSTATO^NYM USLOWIEM DOSTATO^NOS-

TI STATISTIKI T QWLQETSQ SU]ESTWOWANIE T�1(H) { IZMERIMYH (DLQ WSEH

� 2 �) PLOTNOSTEJ

p�(x) =
dP�
dP�

(x):

u^ITYWAQ uTWERVDENIE 1.1.2 \TO USLOWIE \KWIWALENTNO SU]ESTWOWANI@ H
{ IZMERIMOJ PRI WSEH � 2 � FUNKCII g�(t) NA (Y; H) TAKOJ, ^TO

p�(x) =
dP�
dP�

(x) = g�(T (x)):

eSLI � { MERA, DOMINIRU@]AQ ISHODNU@ STATISTI^ESKU@ STRUKTURU (X ;F ; fp� ; � 2
�g), TO PO tEOREME 6.1.2 P� ABSOL@TNO NEPRERYWNA OTNOSITELXNO � I PRI

dP�

d�
(x) = h(x)

IMEEM

p�(x) = g�(T (x))h(x) P. W. � 2 �; x 2 X :

zAME^ANIQ.
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1) zAMETIM, ^TO FUNKCIQ h(x) MOVET RAWNQTXSQ NUL@ TOLXKO NA P { PRE-

NEBREVIMYH MNOVESTWAH. pOSKOLXKU, PUSTX N 2 F TAKOWO, ^TO

P(N) = 0; DLQ WSEH P 2 P:

nO TOGDA I

P
�(N) = 0:

sLEDOWATELXNO

P
�(N) =

Z
N

h(x)d�(x) = 0: (7:1:8)

eSLI �(N) = 0, TO POLOVIM h(x) = 0 PRI x 2 N . s DRUGOJ STORONY,

ESLI �(N) > 0, TO IZ (7.1.8) SLEDUET, ^TO h(x) = 0 PRI x 2 N .

2) pUSTX P�T I P�T { RASPREDELENIQ, INDUCIRUEMYE NA (Y; H), ISHODQ IZ
P
� I P� SOOTWETSTWENNO, TO ESTX

P
�
T (B) = P

�(T�1(B)); P�T (B) = P�(T
�1(B)); B 2 H:

tOGDA

g�(t) =
dP�T
dP�T

(t):

pOSKOLXKU, ISPOLXZUQ FORMULU ZAMENY PEREMENNOGO (SM. lEKCIQ 2,

PUNKT 8(f)), IMEEM

P�T (B) = P�(T
�1(B)) =

Z
T�1(B)

dP�(x) =

=

Z
T�1(B)

g�(T (x))dP
�(x) =

Z
B

g�(t))dP
�
T (t); B 2 H:

pRIMER 7.1.3. pUSTX X = (X1; � � � ; Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO NORMALXNO

RASPREDEL<NNYE NABL@DENIQ

Xi � N (0; �2); �2 2 � = (0;+1) i 2 N:

nAJD<M DOSTATO^NU@ STATISTIKU W \TOM SLU^AE. pRIMENIM TEOREMU 7.1.3.

s \TOJ CELX@ ZAMETIM, ^TO SOWMESTNAQ PLOTNOSTX X IMEET WID

p�(x) = ��n
nY
i=1

'(xi=�) =
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=
1

�n(2�)n=2
exp

n
�1=2�2

nX
i=1

x2i

o
; x = (x1; � � � ; xn):

tAKIM OBRAZOM, PO tEOREME 7.1.3 WMESTO n { MERNOGO WEKTORA NABL@DENIJ

X = (X1; � � � ;Xn), IMEEM ODNOMERNU@ DOSTATO^NU@ STATISTIKU WIDA

T =

nX
i=1

X2
i :
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4) p.l. hENNEKEN, a. tORTRA, tEORIQ wEROQTNOSTEJ I nEKOTORYE E< pRI-

LOVENIQ,

mOSKWA, nAUKA, 1974, gLAWA 7, < 27.
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sTATISTI^ESKOMU \KSPERIMENTU, W KOTOROM PROWODQTSQ OPREDELENNYE

NABL@DENIQ, OTWE^AET NEKOTORAQ STATISTI^ESKAQ STRUKTURA

(X ; F ; fP�; � 2 �g). w PREDYDU]IH lEKCIQH RASMATRIWALISX NEKOTORYE

SWOJSTWA \TIH STRUKTUR. wYQSNIM TEPERX, KAK OBRABATYWATX POLU^EN-

NYE DANNYE S POMO]X@ STATISTI^ESKIH METODOW.

8.1 re{eniq i strategii

oPREDELENIE 8.1.1.zADA^A STATISTI^ESKOGO RE[ENIQ OPREDELQETSQ ZA-

DANIEM STATISTI^ESKOJ STRUKTURY (X ; F ; fP�; � 2 �g) I IZMERIMOGO

PROSTRANSTWA (�; U). sTRATEGIEJ S NAZYWAETSQ PEREHODNAQ WEROQTNOSTX
S(x;D), ZADANNAQ NA X � U TAKAQ, ^TO:

1) DLQ WSEH x 2 X S(x;D) { WEROQTNOSTX NA U ;

2) DLQ WSEH D 2 U FUNKCIQ S(x;D) F { IZMERIMA PO .

pROSTRANSTWO (�;U) INTERPRETIRUETSQ KAK PROSTRANSTWO RE[ENIJ. tRE-
BUEMAQ INFORMACIQ O �, NUVNAQ DLQ PRINQTIQ RE[ENIQ, SODERVITSQ W UKA-

ZANNOM ZARANEE MNOVESTWE RE[ENIJ �. eSLI X = x { NABL@DENIQ, TO RE[E-

NIE � 2 � PRINIMAETSQ SOGLASNO WEROQTNOSTNOMU RASPREDELENI@ S(x; �) NA
IZMERIMOM PROSTRANSTWE (�; U). w ^ASTNOSTI, ESLI S(x; �) { WYROVDENNOE
RASPREDELENIE W TO^KE �(x) 2 �, TO ESTX

S(x;D) = 1D(�(x)); D 2 U ;

TO STRATEGIQ NAZYWAETSQ NERANDOMIZIROWANNOJ (DETERMINIROWANNOJ), I TA-

KAQ STRATEGIQ SOSTOIT PROSTO W PRINQTII RE[ENIQ �(x) 2 � NA OSNOWE NA-

BL@DENIQ X = x.

71
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s MATEMATI^ESKOJ TO^KI ZRENIQ LEGKO PONQTX, PO^EMU NE SLEDUET OGRANI-

^IWATXSQ RASSMOTRENIEM NERANDOMIZIROWANNYH STRATEGIJ: MNOVESTWO WSEH

STRATEGIJ QWLQETSQ WYPUKLYM, W TO WREMQ KAK PODMNOVESTWO NERANDOMIZI-

ROWANNYH STRATEGIJ TAKOWYM NE QWLQETSQ.

pRIMERY.

1) pUSTX � = � I STRATEGIQ S(x; �) WYROVDENNA W TO^KE �(x) 2 �, TO ESTX

S(x;D) = 1D(�(x)); D 2 U :

w \TOM SLU^AE IMEEM ZADA^U OCENIWANIQ { PO KAVDOMU NABL@DENI@ X

RASSMATRIWAEM OCENKU �(X) PARAMETRA � 2 �.

2) pUSTX � { KLASS PODMNOVESTW � I RE[ENIE { PODMNOVESTWO MNOVESTWA

�. |TO TAK NAZYWAEMAQ ZADA^A DOWERITELXNOGO OCENIWANIQ.

3) pUSTX

� =

kX
j=1

�j:

tO ESTX MNOVESTWO � RAZBITO NA k NEPERESEKA@]IHSQ PODMNOVESTWA

�j; j = 1; � � � ; k I PUSTX

� = f�1; � � � ; �kg;

GDE RE[ENIQ �j ; j = 1; � � � ; k INTERPRETIRUETSQ KAK

� 2 �j ; j = 1; � � � ; k:

|TO { PROWERKA STATISTI^ESKIH GIPOTEZ.

4) pUSTX IZ PARTII ODNORODNYH DETALEJ BERUTSQ n IZDELIJ DLQ KONTROLQ.

kAK NA OSNOWE SLU^AJNOGO ^ISLAX;X � n, DEFEKTNYH IZDELIJ PRINQTX

RE[ENIE O TOM, MOVNO LI S^ITATX WS@ PRODUKCI@ GODNOJ ILI NET?

zDESX X = f0; 1; � � � ; ng; F = �(X ),

P = fB(n; �); � 2 � = [0; 1]g; � = f�0; �1g; U = �(�);

GDE �0 { RE[ENIE, SOSTOQ]EE W TOM, ^TO PARTIQ PRINIMAETSQ, A �1 {

PARTIQ OTWERGAETSQ. oBY^NO RASSMATRIWA@T STRATEGI@ SLEDU@]EGO

TIPA: NAZNA^AETSQ POROGOWOE ZNA^ENIE m I S^ITAETSQ, ^TO ESLI X > m,

TO PARTIQ OTWERGAETSQ, W PROTIWNOM SLU^AE ONA PRINIMAETSQ. tAKIM

OBRAZOM STRATEGI@ S(x; �) MOVNO ZADATX TOLXKO NA DWUH TO^KAH

S(x; �0) = 1(m; n](x); S(x; �1) = 1[0; m](x):
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8.2 wybor strategii

oSNOWNOJ ZADA^EJ MATEMATI^ESKOJ STATISTIKI QWLQETSQ WYBOR STRATEGII W

ZADA^E STATISTI^ESKOGO RE[ENIQ, KOTORAQ BYLA BY OPTIMALXNA OTNOSITELX-

NO NEKOTOROJ KONKRETNOJ MERY KA^ESTWA. tAKOJ WYBOR S MATEMATI^ESKOJ

TO^KI ZRENIQ ESTESTWENNO PROWODITX, WWODQ OTNO[ENIE ^ASTI^NOGO PORQDKA

W KLASSE WSEH STRATEGIJ. dAWAEMYE NIVE OPREDELENIQ PEREFRAZIRU@T PONQ-

TIQ MAKSIMALXNOGO \LEMENTA, MAKSIMUMA I KOFINALXNOGO MNOVESTWA.

oPREDELENIE 8.2.1.

1) eSLI PROSTRANSTWO STRATEGIJ S = S(x; �) ^ASTI^NO UPORQDO^ENO S

POMO]X@ DANNOGO UPORQDO^ENIQ �, TO STRATEGIQ S� NAZYWAETSQ OP-
TIMALXNOJ, ESLI S � S� DLQ L@BOJ DRUGOJ STRATEGII S. sTRATE-

GIQ NAZYWAETSQ DOPUSTIMOJ, ESLI NE SU]ESTWUET DRUGOJ STRATEGII,

STROGO PREWOSHODQ]EJ EE W SMYSLE ^ASTI^NOGO UPORQDO^ENIQ �.

2) sEMEJSTWO STRATEGIJ S NAZYWAETSQ POLNYM OTNOSITELXNO ZADANNO-
GO UPORQDO^ENIQ �, ESLI DLQ L@BOJ STRATEGII S SU]ESTWUET STRA-

TEGI S0 2 S TAKAQ, ^TO S � S0.

3) fUNKCIEJ POTERX NAZYWAETSQ IZMERIMAQ FUNKCIQ WIDA

L(�; �) : ��� �! [0;+1):

pRI \TOM OBY^NO L(�; �) IMEET SMYSL U]ERBA OT PRINQTIQ RE[ENIQ

� 2 � PRI ISTINNOM ZNA^ENII PARAMETRA � 2 �.

4) eSLI S(x; �) { STRATEGIQ, A L(�; �) { FUNKCIQ POTERX, TO WELI^INA

WIDA

WS(�; x) =

Z
�

L(�; �)dS(x; �)

NAZYWAETSQ SREDNIM U]ERBOM.

5) fUNKCIQ WIDA

RS(�) = E�WS(�;X) =

Z
X

WS(�; x)dP�(x); � 2 �;

NAZYWAETSQ FUNKCIEJ RISKA ILI RISKOM.
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6) eSLI W PARAMETRI^ESKOM MNOVESTWE � WYDELENA � { ALGEBRA V, TO
APRIORNYM RASPREDELENIEM NA STATISTI^ESKOJ STRUKTURE (X ;F ; fP� ; � 2
(�; V)) NAZYWAETSQ L@BAQ WEROQTNOSTNAQ MERA Q(�) NA IZMERIMOM

PROSTRANSTWE (�; V).

7) eSLI Q(�) { APRIORNOE RASPREDELENIE NA (�; V), TO ^ISLO

RQS =

Z
�

RS(�)dQ(�)

NAZYWAETSQ BAJESOWSKIM RISKOM.

8) fUNKCIQ RISKA RS(�) ZADAET ^ASTI^NOE UPORQDO^ENIE � W PROSTRAN-

STWE STRATEGIJ WIDA

S0 � S () RS(�) � RS0(�) DLQ WSEH � 2 �

I

S0 � S () RS(�) � RS0(�) DLQ WSEH � 2 �;

SU]ESTWUET �0 2 � TAKOE, ^TO RS(�0) < RS0(�0):

9) fUNKCIQ POTERX L(�; �) I APRIORNOE RASPREDELENIE Q(�) ZADA@T LI-

NEJNOE UPORQDO^ENIE NA MNOVESTWE WSEH STRATEGIJ S POMO]X@ BAJ-

ESOWSKOGO RISKA

S0 � S () R
Q
S � R

Q
S0 :

wWEDENIE APRIORNOGO RASPREDELENIQ Q(�) W STATISTI^ESKOJ ZADA^E QWLQ-
ETSQ OSNOWNYM PRI TAK NAZYWAEMOM BAJESOWSKOM PODHODE W STATISTIKE, W KO-

TOROM PREDPOLAGAETSQ, ^TO PARAMETR � QWLQETSQ SLU^AJNOJ WELI^INOJ (HOTQ

I NENABL@DAEMOJ) S IZWESTNYM RASPREDELENIEMQ(�). |TO APRIORNOE RASPRE-
DELENIE (APRIORNOE OTNOSITELXNO NALI^IQ DANNYH), CELX KOTOROGO { ZADANIE

INFORMACII PERED NA^ALOM \KSPERIMENTA ILI PREDWARITELXNYH DANNYH O

NEIZWESTNOM PARAMETRE �, W NEKOTORYH ZADA^AH MOVNO OBOSNOWATX. pREDPO-

LOVIM, NAPRIMER, ^TO MY HOTIM OCENITX WEROQTNOSTX WYPADENIQ "ORLA" PRI

BROSANII MONETY. dO SIH POR MY RASMATRIWALI n BROSANIJ MONETY KAK MNO-

VESTWO n BINOMIALXNYH ISPYTANI S NEIZWESTNOJ WEROQTNOSTX@ WYPADENIQ

"ORLA" �. pREDPOLOVIM, ODNAKO, ^TO MY IMEEM ZNA^ITELXNYJ OPYT BROSA-

NIQ MONET, OPYT, KOTORYJ, WOZMOVNO, DAL NAM PRIBLIV<NNOE ZNA^ENIE � DLQ

BOLX[OGO ^ISLA PODOBNYH MONET. eSLI MY S^ITAEM, ^TO \TOT OPYT IMEET OT-

NO[ENIE I K DANOJ MONETE, TO BYLO BY, BYTX MOVET, RAZUMNO PREDSTAWITX
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\TO PRO[LOE ZNANIE W WIDE WEROQTNOSTNOGO RASPREDELENIE DLQ �, PRIBLIV<N-

NAQ FORMA KOTOROGO PODSKAZANA BOLEE RANNIMI DANNYMI. wYBOR APRIORNOGO

RASPREDELENIQ Q(�) PROWODITSQ OBY^NO, KAK I WYBOR RASPREDELENIJ P�(�),
PUT<M KOMBINIROWANIQ OPYTA I UDOBSTWA. kOGDA MY DELAEM DOPU]ENIE O

TOM, ^TO KOLI^ESTWO ATMOSFERNYH OSADKOW IMEET GAMMA { RASPREDELENIE,

MY DELAEM \TO NE POTOMU, ^TO DEJSTWITELXNO WERIM, ^TO \TO IMENNO TAK,

A POTOMU, ^TO SEMEJSTWO GAMMA { RASPREDELENIJ ESTX DWUHPARAMETRI^ESKOE

SEMEJSTWO, KOTOROE, PO-WIDIMOMU, DOWOLXNO HORO[O SOOTWETSTWUET DANNYM

I KOTOROE S MATEMATI^ESKOJ TO^KI ZRENIQ WESXMA UDOBNO. aNALOGI^NO, MY

MOVEM POLU^ITX APRIORNOE RASPREDELENIE, OTPRAWLQQSX OT DOSTATO^NO BOGA-

TOGO SEMEJSTWA, S KOTORYM W MATEMATI^ESKOM OTNO[ENII LEGKO OBRA]ATXSQ,

I WYBIRAQ IZ \TOGO SEMEJSTWA RASPREDELENIE, KOTOROE APPROKSIMIRUET NA[

PRO[LYJ OPYT. tAKOJ PODHOD, PRI KOTOROM MODELX WKL@^AET W SEBQ APRI-

ORNOE RASPREDELENIE DLQ � S TEM, ^TOBY OTRAZITX PRO[LYJ OPYT, QWLQETSQ

POLEZNYM W TEH OBLASTQH, GDE IMETSQ BOLX[OJ TAKOJ PRED[ESTWU@]IJ OPYT.

pRIMERY.

1) pUSTX � = � � R1. rASSMOTRIM NERANDOMIZIROWANNYE STRATEGII

S(x; �), WYROVDENNYE W TO^KAH �(x) 2 �. pUSTX FUNKCIQ POTERX IMEET

WID (KWADRATI^NAQ O[IBKA)

L1(�; �) = c (� � �)2; c > 0;

TOGDA

WS(�; x) =

Z
�

L1(�; �)dS(x; �) = L1(�; �(x)):

fUNKCIQ RISKA IMEET WID

RS(�) = E�WS(�;X) = E�L1(�; �(X)) =

= c E�(�(X) � �)2: (8:2:1)

tEPERX RASSMOTRIM DRUGU@ FUNKCI@ POTERX

L2(�; �) =

(
0; j� � �j < "

c; j� � �j � "
c > 0; " > 0:

tOGDA

WS(�; x) =

Z
�

L2(�; �)dS(x; �) = L2(�; �(x))

I

RS(�) = E�L2(�; �(X)) = c P�(j�(X) � �j � "): (8:2:2)
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2) rASSMOTRIM TEPERX ZADA^U PROWERKI DWUH GIPOTEZ

� = f�0; �1g; � = f�0; �1g;

GDE �i { RE[ENIE, SOSTOQ]EE W TOM, ^TO � = �i; i = 0; 1. w \TOM SLU^AE

L@BAQ STRATEGIQ S(x; �) ZADA<TSQ IZMERIMOJ FUNKCIEJ �(x) 2 [0; 1]

S(x; �0) = �(x); S(x; �1) = 1� �(x):

pUSTX, NAPRIMER, FUNKCIQ POTERX IMEET WID

L(�; �) =

8>>><
>>>:

0; � = �0; � = �0
c1 > 0; � = �0; � = �1
0; � = �1; � = �0
c2 > 0; � = �1; � = �0

w \TOM SLU^AE

WS(�; x) =

Z
�

L(�; �)dS(x; �) = L(�; �0)�(x) + L(�; �1)(1 � �(x)) =

=

(
c1(1� �(x)); � = �0
c2�(x); � = �1:

dLQ FUNKCII RISKA IMEEM WYRAVENIE

RS(�) = E�WS(�;X) =

(
c1 E�0(1� �(X)); � = �0
c2 E�1�(X); � = �1:

(8:2:3)

tEOREMA 8.2.1. pUSTX FUNKCIQ POTERX L(�; �) PRI WSEH � 2 � NEPRERYW-

NA I WYPUKLA WNIZ PO � 2 �, I � � R1
{ WYPUKLOE OGRANI^ENNOE MNOVEST-

WO, TOGDA SEMEJSTWO NERANDOMIZIROWANNYH STRATEGIJ POLNO OTNOSITELX-

NO ^ASTI^NOGO UPORQDO^ENIQ, POROVDAEMOGO FUNKCIEJ POTERX L(�; �).

dOKAZATELXSTWO. zAMETIM, ^TO ESLI g(x) { WYPUKLAQ WNIZ IZMERIMAQ

FUNKCIQ, TO DLQ L@BOJ INTEGRIRUEMOJ SLU^AJNOJ WELI^INY � SPRAWEDLIWO

NERAWENSTWO iENSENA

Eg(�) � g(E�): (8:2:4)

(dOKAZATELXSTWO MOVNO NAJTI, NAPRIMER, W [4], STR. 207.) pOSKOLXKU PO USLO-

WI@ MNOVESTWO � OGRANI^ENO, TO SU]ESTWUET INTEGRAL

�(x) =

Z
�

� dS(x; �);
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IZ NERAWENSTWA iENSENA SLEDUET OCENKAZ
�

L(�; �) dS(x; �) � L(�; �(x)):

iNTEGRIRUQ TEPERX PO P�, POLU^IM

RS(�) � RS�(�); DLQ WSEH � 2 �;

GDE S�(x; �) { WYROVDENNAQ STRATEGIQ W TO^KE �(x), TO ESTX DLQ L@BOJ STRA-
TEGII S SU]ESTWUET NERANDOMIZIROWANNAQ STRATEGIQ S�, KOTORAQ NE HUVE,
^EM S. pO\TOMU KLASS WSEH NERANDOMIZIROWANNYH STRATEGIJ POLON.

zADA^I.

1) kAKIE USLOWIQ NAKLADYWA@TSQ NA MNOVESTWO �?

2) gDE W DOKAZATELXSTWE tEOREMY 8.2.1 ISPOLXZOWALASX WYPUKLOSTX MNO-

VESTWA �?

3) oBOB]ITX tEOREMU 8.2.1 NA SLU^AJ � � Rk; k > 1.



78 lEKCIQ 8

8.3 spisok literatury

1) v. { r. bARRA, oSNOWNYE pONQTIQ mATEMATI^ESKOJ sTATISTIKI,

mOSKWA, mIR, 1974, gLAWA 4, < 1 { < 5.

2) n.n. ~ENCOW, sTATISTI^ESKIE rE[A@]IE pRAWILA I oPTIMALXNYE

wYWODY,

mOSKWA, nAUKA, 1972, wWEDENIE, < 1, < 2, gLAWA 1, < 5.

3) g. ~ERNOW, l. mOZES, |LEMENTARNAQ tEORIQ sTATISTI^ESKIH rE[ENIJ,

mOSKWA, sOWETSKOE rADIO, 1962, gLAWY 1 { 6.

4) a.n. {IRQEW, wEROQTNOSTX,

mOSKWA, nAUKA, 1989.



lEKCIQ 9

w lEKCII PRIWODQTSQ OSNOWNYE PONQTIQ I FAKTY TEORII OCENIWANIQ, KO-

TORAQ RASSMATRIWAETSQ KAK ^ASTNYJ SLU^AJ OB]EJ PROBLEMY STATISTI-

^ESKIH RE[ENIJ.

9.1 teoriq oceniwaniq

pUSTX (X ; F ; fP�; � 2 �g) { DOMINIRUEMAQ STATISTI^ESKAQ STRUKTURA I

(�; U) { PROSTRANSTWO RE[ENIJ. pUSTX g(�) NEKOTORAQ IZMERIMAQ FUNKCIQ,
ZADANNAQ NA � I DEJSTWU@]AQ W NEKOTOROE IZMERIMOE PROSTRANSTWO (�; W).

pREDPOLOVIM, ^TO PO REZULXTATAM NABL@DENIJ X = x MY HOTIM "OCENITX"

ZNA^ENIE g(�). w \TOM SLU^AE ESTESTWENNO POLOVITX � = �. pREDPOLOVIM

DLQ PROSTOTY, ^TO � � R1. fUNKCIQ POTERX

L(�; �) : ��� �! [0;1)

HARAKTERIZUET "BLIZOSTX" g(�) I �. oBY^NO RASSMATRIWA@T FUNKCII POTERX

WIDA

L(�; �) = (g(�)� �)2; L(�; �) = c(�)(g(�)� �)2; c(�) � 0;

L(�; �) = jg(�)� �j;

L(�; �) =

(
(g(�)� �)2; jg(�)� �j � k

2kjg(�)� �j � k2; jg(�)� �j � k:

wSE \TI FUNKCII PRI FIKSIROWANNOM � WYPUKLY WNIZ PO �, PO\TOMU ESTEST-

WENNO W \TOM RAZDELE RASSMATRIWATX TOLXKO WYPUKLYE WNIZ FUNKCII POTERX.

tEPERX, PREDPOLAGAQ, ^TO USLOWIQ REGULQRNOSTI tEOREMY 8.2.1 WYPOLNENY,

79
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POLU^AEM, ^TO DLQ L@BOJ STRATEGII S(x; �) SU]ESTWUET NERANDOMIZIROWAN-
NAQ STRATEGIQ S�(x; �) WIDA

S�(x;D) = 1D(�(x)); D 2 U ;

KOTORAQ NE HUVE ^EM S(x; �), TO ESTX

RS(�) � RS�(�); DLQ WSEH � 2 �:

tAKIM OBRAZOM BUDEM RASSMATRIWATX TOLXKO NERANDOMIZIROWANNYE STRATE-

GII S�(x; �) I OTOVDESTWLQTX IH S IZMERIMOJ FUNKCIEJ �(x) 2 �.

oPREDELENIE 9.1.1.

1) oCENKOJ PARAMETRI^ESKOJ FUNKCII g(�) NAZYWAETSQ IZMERIMAQ FUNK-

CIQ

� = �(x) : X �! �;

KOTORAQ NE ZAWISIT OT �.

2) rISKOM OCENKI �(X) NAZYWAETSQ FUNKCIQ (SM. (8.2.1))

R(�; �) = E�L(�; �(X)):

pOKAVEM, KAK ESTESTWENNYM OBRAZOM WOZNIKA@T KWADRATI^NYE FUNKCII

POTERX. pREDPOLAGAQ FUNKCI@ POTERX L(�; �) DOSTATO^NO GLADKOJ I ISPOLX-

ZUQ FORMULU tEJLORA, IMEEM

L(�; �) = L(�; g(�)) + L�
0(�; g(�))(g(�) � �)+

+
L�

00(�; g(�))

2
(g(�)� �)2 +R: (9:1:1)

iZ ESTESTWENNYH PREDPOLOVENIJ NA FUNKCI@ POTERX L(�; �) SLEDUET, ^TO

L(�; g(�)) � 0; � 2 �:

dALEE USLOWIE NEOTRICATELXNOSTI L(�; �) � 0 OZNA^AET, ^TO

L0�(�; g(�)) � 0; � 2 �:

tAKIM OBRAZOM, OTBRASYWAQ OSTATO^NYJ ^LEN R W FORMULE (9.1.1), POLU^IM

APPROKSIMACI@

L(�; �) � L�
00(�; g(�))

2
(g(�) � �)2 � c(�)(g(�) � �)2:

pO\TOMU OBY^NO RASSMATRIWA@T KWADRATI^NYE FUNKCII POTERX.

oPREDELENIE 9.1.2.
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1) eSLI

L(�; �) = (g(�)� �)2;

TO WELI^INA

R(�; �) = E�(�(X) � g(�))2

NAZYWAETSQ SREDNEKWADRATI^NOJ O[IBKOJ.

2) wELI^INA

b(�) = E��(X) � g(�)

NAZYWAETSQ SME]ENIEM OCENKI �(X).

3) oCENKA �(X) NAZYWAETSQ NESME]ENNOJ, ESLI EE SME]ENIE RAWNO NUL@,

TO ESTX, ESLI

E��(X) � g(�); � 2 �:

eSLI FUNKCIQ POTERX KWADRATI^NA, TO

R(�; �) = E�(�(X) � g(�))2 = D��(X) + b2(�):

i ESLI �(X) { NESME]ENNAQ OCENKA, TO E< RISK SOWPADAET S DISPERSIEJ, TO

ESTX

R(�; �) = D��(X):

pRIMER 9.1.1. pUSTX X = (X1; � � � ; Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RASPREDE-

L<NNYE NABL@DENIQ I

E�X1 = �:

tOGDA OCENKI WIDA

�(X) =

nX
i=1

�iXi; GDE

nX
i=1

�i = 1

QWLQ@TSQ NESME]<NNYMI OCENKAMI PARAMETRA �. |TOT pRIMER POKAZYWAET,

^TO W OB]EM SLU^AE NESME]<NNYH OCENOK MNOGO.

iTAK, TO^NOSTX OCENKI �(X) FUNKCII g(�) IZMERQETSQ FUNKCIEJ RISKA

R(�; �) = E�L(�; �(X));

TO ESTX SREDNIMI POTERQMI W REZULXTATE ISPOLXZOWANIQ OCENKI �(X) W TE-

^ENIE DLITELXNOGO PROMEVUTKA WREMENI. hOTELOSX BY NAJTI TAKU@ OCENKU

�(X) KOTORAQ BY MINIMIZIROWALA RISKR(�; �) PRI WSEH ZNA^ENIQH PARAMETRA
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� 2 �. w SFORMULIROWANNOM WIDE \TA ZADA^A RE[ENIJ NE IMEET. pOSKOLXKU,

ESLI

L(�; g(�)) � 0; � 2 �:

TO RISK R(�; �) DLQ KAVDOJ ZADANNOJ TO^KI �0 2 � MOVNO SWESTI K NUL@,

WYBIRAQ �(x) RAWNYM g(�0) PRI WSEH x 2 X . pO\TOMU RAWNOMERNO NAILU^[EJ
OCENKI �(X) NE SU]ESTWUET, TO ESTX NET TAKOJ OCENKI, KOTORAQ ODNOWRE-

MENNO MINIMIZIROWALA BY RISK R(�; �) DLQ WSEH ZNA^ENIJ � 2 �, ISKL@^AQ

TRIWIALXNYJ SLU^AJ, KOGDA g(�) POSTOQNNA.

oDIN IZ SPOSOBOW IZBEVANIQ \TOJ TRUDNOSTI SOSTOIT W SUVENII KLASSA

RASSMATRIWAEMYH OCENOK PUT<M ISKL@^ENIQ TEH OCENOK, KOTORYE OKAZYWA-

@T SLI[KOM SILXNOE PREDPO^TENIE ODNOMU ILI NESKOLXKIM ZNA^ENIQM � 2 �

CENOJ PRENEBREVENIQ OSTALXNYMI WOZMOVNYMI ZNA^ENIQMI. |TOGO MOVNO

DOSTIGNUTX, POTREBOWAW, ^TOBY OCENKI UDOWLETWORQLI NEKOTOROMU USLOWI@,

OBESPE^IWA@]EMU OPREDEL<NNU@ STEPENX BESPRISTRASTNOSTI. oDNIM IZ TA-

KIH USLOWIJ QWLQETSQ USLOWIE NESME]ENNOSTI OCENKI

E��(X) � g(�); � 2 �:

|TO USLOWIE GARANTIRUET, ^TO W KONCE KONCOW TE KOLI^ESTWA, NA KOTORYE

OCENKA �(X) PERE { ILI NEDOOCENIWAET g(�) SBALANSIRU@T DRUG DRUGA, TAK

^TO POLU^AEMYE ZNA^ENIQ OCENIWAEMOJ FUNKCII BUDUT W SREDNEM PRAWILX-

NYMI. zAMETIM, ODNAKO, ^TO TREBOWANIE NESME]<NNOSTI MOVET PRIWODITX K

PROBLEMAM. nAPRIMER, NESME]<NNYE OCENKI MOGUT PROSTO NE SU]ESTWOWATX.

pRIMER 9.1.2. pUSTX NABL@DENIE X IMEET BINOMIALXNOE RASPREDELENIE

X � B(n; �); � 2 � = (0; 1):

pREDPOLOVIM, ^TO MY HOTIM OCENITX FUNKCI@ WIDA

g(�) =
1

�
:

tOGDA TREBOWANIE NESME]<NNOSTI RAWNOSILXNO WYPOLNENI@ USLOWIQ

nX
k=0

�(k)

 
n

k

!
�k(1� �)n�k � 1

�
; DLQ WSEH � 2 (0; 1): (9:1:2)

tO, ^TO TAKAQ OCENKA NE SU]ESTWUET, WYTEKAET, NAPRIMER, IZ TOGO, ^TO PRI

� ! 0 LEWAQ ^ASTX TOVDESTWA (9.1.2) STREMITSQ K �(0), A PRAWAQ ^ASTX { K

BESKONE^NOSTI.
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tEOREMA 9.1.1.(rAO { bLEKU\LL { kOLMOGOROW)pUSTX FUNKCIQ POTERX

L(�; �) NEPRERYWNA I WYPUKLA WNIZ PO � 2 � DLQ L@BOGO FIKSIROWANNOGO

ZNA^ENIQ PARMETRA � 2 � I T = T (X) { DOSTATO^NAQ STATISTIKA DLQ

STATISTI^ESKOJ STRUKTURY (X ; F ; fP�; � 2 �g). pREDPOLOVIM, ^TO �(X)

{ NEKOTORAQ INTEGRIRUEMAQ OCENKA FUNKCII g(�). pOLOVIM

h(t) = E�(�(X) j T = t): (9:1:3)

tOGDA

1) sTATISTIKA h(T ) QWLQETSQ OCENKOJ PARAMETRI^ESKOJ FUNKCII g(�).

2) dLQ WSEH � 2 � RISK OCENKI h(T ) NE PREWOSHODIT RISKA OCENKI �(X)

R(�; �) � R(�; h); DLQ WSEH � 2 �:

3) eSLI �(X) { NESME]ENNAQ OCENKA g(�), TO I h(T ) TAKVE NESME]ENNAQ

OCENKA g(�).

dOKAZATELXSTWO.

1) iZMERIMOSTX I NEZAWISIMOSTX h(T ) OT � SLEDU@T IZ oPREDELENIQ 5.1.3

USLOWNOGO MATEMATI^ESKOGO OVIDANIQ I oPREDELENIQ 7.1.2 DOSTATO^-

NOJ STATISTIKI.

2) pRIMENIM NERAWENSTWO iENSENA (8.2.4) K USLOWNYM MATEMATI^ESKIM

OVIDANIQM (SM. TAKVE [5], STR. 250, ZADA^A 5), POLU^IM (ISPOLXZUQ

SWOJSTWO 6 USLOWNYH MATEMATI^ESKIH OVIDANIJ IZ lEKCII 5)

R(�; �) = E�L(�; �(X)) = E�E�[L(�; �(X)) j T ] �

� E�L(�; E�[�(X) j T ]) = R(�; h) DLQ WSEH � 2 �:

3) pOSKOLXKU

E��(X) = g(�);

TO ISPOLXZUQ SWOJSTWO 6 USLOWNYH MATEMATI^ESKIH OVIDANIJ IZ lEK-

CII 5

E�h(T ) = E�E�[�(X) j T ] = E��(X) = g(�):
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|TA tEOREMA, W ^ASTNOSTI, POKAZYWAET, ^TO PRI NALI^II DOSTATO^NOJ

STATISTIKI DLQ L@BOJ OCENKI SU]ESTWUET OCENKA, ZAWISQ]AQ OT NABL@-

DENIJ TOLXKO ^EREZ DOSTATO^NU@ STATISTIKU, I KOTORAQ NE HUVE E<. (tO

ESTX TAKIE OCENKI OBRAZU@T POLNYJ KLASS.) pO\TOMU MOVNO OGRANI^ITX-

SQ RASSMOTRENIEM OCENOK, ZAWISQ]IH OT DOSTATO^NYH STATISTIK. oPERACIQ

NAHOVDENIQ OCENKI h(T ) PO FORMULE (9.1.3) NAZYWAETSQ PROEKTIROWANIEM

OCENKI �(X) NA DOSTATO^NU@ STATISTIKU T , A SAMA OCENKA h(T ) NAZYWAETSQ

PROEKCIEJ OCENKI �(X) NA DOSTATO^NU@ STATISTIKU T .

pRIMER 9.1.3. pUSTX X = (X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RAS-

PREDEL<NNYE NABL@DENIQ I

E�X1 = g(�): (9:1:4)

pREDPOLOVIM, ^TO DOSTATO^NAQ STATISTIKA T IMEET WID

T =

nX
i=1

Xi:

o^EWIDNO, ^TO W SILU (9.1.4) OCENKA �(X) = X1 QWLQETSQ NESME]ENNOJ OCEN-

KOJ g(�).

nAJD<M PROEKCI@ h(T ) \TOJ OCENKI NA DOSTATO^NU@ STATISTIKU T .

h(T ) = E�(�(X) j T ) = E�(X1 j T ) = E�(X2 j T ) = � � � = E�(Xn j T ) =

=
1

n
E�

� nX
1

Xi j T
�
=

1

n
E�(T j T ) =

T

n
� X:

9.2 optimalxnye ocenki

rASSMOTRIM W \TOM RAZDELE BOLEE PODROBNO SLU^AJ KWADRATI^NYH FUNKCIJ

POTERX

L(�; �) = c(�)(g(�)� �)2; c(�) � 0:

kAK POKAZANO WY[E, W \TOM SLU^AE RISK L@BOJ NESME]ENNOJ OCENKI �(X)

PARAMETRI^ESKOJ FUNKCII g(�) PROPORCIONALEN E< DISPERSII, TO ESTX

R(�; �) = c(�) D��(X):

tAKIM OBRAZOM PROBLEMA MINIMIZACII RISKA PO �(X) W \TOM SLU^AE SWODIT-

SQ K PROBLEME MINIMIZACII DISPERSII. pO\TOMU WPOLNE ESTESTWENNO SLEDU-

@]EE oPREDELENIE.
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oPREDELENIE 9.2.1.nESME]ENNAQ OCENKA ��(X) FUNKCII g(�) NAZYWA-

ETSQ NESME]ENNOJ OCENKOJ S MINIMALXNOJ DISPERSIEJ (ILI OPTIMALXNOJ),

ESLI DLQ L@BOJ NESME]ENNOJ OCENKI �(X) SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

D��
�(X) � D��(X); DLQ WSEH � 2 �:

wS@DU W DALXNEJ[EM MY MOL^ALIWO PREDPOLAGAEM, ^TO RASSMATRIWAEMYE

OCENKI �(X) KWADRATI^NO INTEGRIRUEMY

E��(X) <1; DLQ WSEH � 2 �:

sLEDU@]AQ tEOREMA POKAZYWAET, ^TO OPTIMALXNYE OCENKI DEJSTWITELXNO

SU]ESTWU@T.

tEOREMA 9.2.1.oTNOSITELXNAQ ^ASTOTA PROIZWOLXNOGO SOBYTIQ A W n

NEZAWISIMYH BERNULLIEWSKIH ISPYTANIQH QWLQETSQ OPTIMALXNOJ OCENKOJ

WEROQTNOSTI \TOGO SOBYTIQ.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX X = (X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO

RASPREDEL<NNYE NABL@DENIQ WIDA

Xi � B(1; �); � 2 � = (0; 1); i = 1; � � � ; n:

nAM NEOBHODIMO DOKAZATX, ^TO OCENKA WIDA

��(X) = X =
1

n

nX
i=1

Xi

QWLQETSQ OPTIMALXNOJ OCENKOJ g(�) = �.

nAJD<M DISPERSI@ \TOJ OCENKI

D��
�(X) =

D�X1

n
=

(1� �)�

n
:

tEPERX DLQ DOKAZATELXSTWA tEOREMY DLSTATO^NO POKAZATX, ^TO ESLI OCENKA

�(X) QWLQETSQ NESME]<NNOJ

E��(X) � �; DLQ WSEH � 2 �; (9:2:1)

TO SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

D��(X) � (1� �)�

n
; DLQ WSEH � 2 �: (9:2:2)
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iZ USLOWIQ NESME]ENNOSTI (9.2.1) IMEEM

� � E��(X) =
X
x

�(x)L(�; x); (9:2:3)

GDE

x = (x1; � � � ; xn); xi 2 f0; 1g; i = 1; � � � ; n;
I FUNKCIQ PRAWDOPODOBIQ L(�; x) IMEET WID

L(�; x) = ��x(1� �)n��x; �x =

nX
i=1

xi:

sPRAWEDLIWO TAKVE TOVDESTWOX
x

L(�; x) � 1: (9:2:4)

dIFFERENCIRUQ TOVDESTWA (9.2.3) I (9.2.4) PO �, POLU^IM

1 �
X
x

�(x)L0�(�; x) =
X
x

�(x)
@

@�
logL(�; x) � L(�; x) =

= E��(X)
@

@�
logL(�;X); (9:2:5)

0 �
X
x

L0�(�; x) =
X
x

@

@�
logL(�; x) � L(�; x) = E�

@

@�
logL(�;X): (9:2:6)

u^ITYWAQ SOOTNO[ENIQ (9.2.5), (9.2.6) I NERAWENSTWO kO[I { bUNQKOWSKOGO,

MY MOVEM ZAPISATX

1 = E�

�
�(X) � �

�
@

@�
logL(�;X) �

q
D��(X)

vuut
E�

 
@

@�
logL(�;X)

!2

: (9:2:7)

iZ NERAWENSTWA (9.2.7) POLU^AEM OCENKU SNIZU DLQ DISPERSII

D��(X) � E
�1
�

 
@

@�
logL(�;X)

!2

; (9:2:8)

NO

E�

 
@

@�
logL(�;X)

!2

= E�

 nP
i=1

Xi

�
�
n�

nP
i=1

Xi

1� �

!2

=

E�

�
nP
i=1

Xi � n�

�2
(�(1� �))2

=
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=

D�

nP
i=1

Xi

(�(1� �))2
=

nD�X1

(�(1� �))2
=

n

�(1� �) : (9:2:9)

tEPERX DOKAZYWAEMOE SOOTNO[ENIE (9.2.2) SLEDUET IZ (9.2.9) I (9.2.8).

rASSMOTRIM TEPERX NEKOTORYE SWOJSTWA OPTIMALXNYH OCENOK.

tEOREMA 9.2.2. (EDINSTWENNOSTX OPTIMALXNOJ OCENKI)pUSTX ��1(X) I

��2(X) { OPTIMALXNYE OCENKI FUNKCII g(�), TOGDA ONI SOWPADA@T PO^TI

WS@DU, TO ESTX

P�

�
��1(X) 6= ��2(X)

�
= 0; DLQ WSEH � 2 �:

dOKAZATELXSTWO. pOSKOLXKU ��1(X) I ��2(X) { OPTIMALXNYE OCENKI, TO U

NIH TOVDESTWENNO SOWPADA@T DISPERSII. oBOZNA^IM

v = D��
�
1(X) = D��

�
2(X)

I RASSMOTRIM OCENKU

�(X) =
��1(X) + ��2(X)

2
:

tOGDA \TA OCENKA TAKVE QWLQETSQ NESME]<NNOJ OCENKOJ FUNKCII g(�) I PO-

\TOMU DLQ E< DISPERSII SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

v � D��(X) =
1

4

�
D��1(X)+

+D��2(X) + 2Cov�

�
�1(X); �2(X)

��
� 1

4
(2v + 2v) = v: (9:2:10)

iZ \TIH NERAWENSTW SLEDUET, ^TO

D��(X) = v:

nO TOGDA IZ NERAWENSTW (9.2.10) POLU^AEM TAKVE SOOTNO[ENIE DLQ KOWARIA-

CII

4v = 2v + 2Cov�

�
�1(X); �2(X)

�
;

TO ESTX

Cov�

�
�1(X); �2(X)

�
= v: (9:2:11)

tEPERX, U^ITYWAQ SOOTNO[ENIE (9.2.11), NAJD<M DISPERSI@ RAZNOSTI OCENOK

��1(X) I ��2(X)

D�

�
�1(X)��2(X)

�
= D��1(X)+D��2(X)�2Cov�

�
�1(X); �2(X)

�
= 2v�2v = 0:
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oTS@DA SLEDUET, ^TO

P�

�
��1(X) 6= ��2(X)

�
= 0; DLQ WSEH � 2 �:

(zDESX MY ISPOLXZOWALI SLEDU@]EE UTWERVDENIE

DY = 0 ) E(Y � EY )2 = 0 ) Y = EY P.W.)

tEOREMA 9.2.3.

1) pUSTX ��(X) { OPTIMALXNAQ OCENKA DLQ FUNKCII g(�), TOGDA DLQ L@-

BOJ OCENKI �0 = �0(X) (NESME]ENNAQ OCENKA NULQ) TAKOJ, ^TO

E��0(X) � 0; E��
2
0(X) <1; DLQ WSEH � 2 �;

SPRAWEDLIWO USLOWIE "ORTOGONALXNOSTI"

Cov�

�
��(X); �0(X)

�
� 0; DLQ WSEH � 2 �:

2) pUSTX OCENKA ��(X) QWLQETSQ NESME]ENNOJ OCENKOJ SWOEGO MATEMA-

TI^ESKOGO OVIDANIQ g(�) I DLQ L@BOJ OCENKI NULQ �0(X) TAKOJ, ^TO

E��0(X) � 0; E��
2
0(X) <1; DLQ WSEH � 2 �;

SPRAWEDLIWO TOVDESTWO

Cov�

�
��(X); �0(X)

�
� 0; DLQ WSEH � 2 �:

tOGDA OCENKA ��(X) QWLQETSQ OPTIMALXNOJ OCENKOJ SWOEGO MATEMA-

TI^ESKOGO OVIDANIQ g(�).

dOKAZATELXSTWO.

1) dLQ DOKAZATELXSTWA RASSMOTRIM WSPOMOGATELXNU@ OCENKU WIDA

�(X) = ��(X) + ��0(X); � 2 R1:

tOGDA DLQ WSEH � 2 R1 \TA OCENKA TAKVE QWLQETSQ NESME]<NNOJ OCEN-

KOJ FUNKCII g(�), PO\TOMU W SILU OPTIMALXNOSTI OCENKI ��(X)

D��(X) = D��
�(X) + 2�Cov�

�
��(X); �0(X)

�
+ �2D��0(X) �
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� D��
�(X) DLQ WSEH � 2 �; � 2 R1

ILI

2�Cov�
�
��(X); �0(X)

�
+

+�2D��0(X) � 0; DLQ WSEH � 2 �; � 2 R1:

|TOT KWADRATNYJ MNOGO^LEN OT � IMEET DWA DEJSTWITELXNYH KORNQ

� = 0 I

� = �
2Cov�

�
��(X); �0(X)

�
D��0(X)

I, SLEDOWATELXNO, PRINIMAET OTRICATELXNYE ZNA^ENIQ, ESLI TOLXKO NE

WYPOLNENO USLOWIE

Cov�

�
��(X); �0(X)

�
� 0; DLQ WSEH � 2 �:

2) pUSTX �(X) { PROIZWOLXNAQ NESME]<NNAQ OCENKA g(�). pOSKOLXKU PRI

D��(X) =1

DOKAZYWATX NE^EGO, TO PREDPOLOVIM, ^TO

D��(X) <1:

tOGDA QSNO, ^TO ��(X) � �(X) QWLQETSQ NESME]<NNOJ OCENKOJ NULQ I

PO\TOMU

E�

�
��(X)(��(X)� �(X))

�
� 0:

oTS@DA SLEDU@T RAWENSTWA

E�
��2(X) = E�

��(X)�(X); D�
��(X) = Cov�

�
��(X); �(X)

�
:

pO\TOMU PRIMENQQ NERAWENSTWO kO[I { bUNQKOWSKOGO, IMEEM

D�
��(X) � D��(X) DLQ WSEH � 2 �:

tEOREMA 9.2.4.pUSTX ��1(X) I ��2(X) { OPTIMALXNYE OCENKI DLQ FUNK-

CIJ g1(�) I g2(�) SOOTWETSTWENNO. tOGDA DLQ L@BYH ^ISEL a I b OCENKA

WIDA

��(X) = a��1(X) + b��2(X)
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QWLQETSQ OPTIMALXNOJ OCENKOJ FUNKCII

g(�) = ag1(�) + bg2(�):

dOKAZATELXSTWO. dOKAZATELXSTWO tEOREMY NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ

WTOROJ ^ASTI tEOREMY 9.2.3. oDNAKO, DLQ POLNOTY MY DADIM I PRQMOE DO-

KAZATELXSTWO \TOJ tEOREMY.

pUSTX �(X) { PROIZWOLXNAQ NESME]<NNAQ OCENKA FUNKCII g(�) = ag1(�)+

bg2(�). tOGDA OCENKA

�0(X) = ��(X)� �(X)

QWLQETSQ NESME]<NNOJ OCENKOJ NULQ I PO\TOMU PO tEOREME 9.2.3 SPRAWEDLIWO

TOVDESTWO

0 = aCov�
�
��1(X); �0(X)

�
+ bCov�

�
��2(X); �0(X)

�
=

= Cov�

�
��(X); �0(X)

�
= D��

�(X)� Cov�

�
��(X); �(X)

�
;

TO ESTX

D��
�(X) = Cov�

�
��(X); �(X)

�
�
q
D���(X)D��(X);

ILI

D��
�(X) � D��(X); DLQ WSEH � 2 �:

9.3 bajesowskoe oceniwanie

rASSMOTRIM DOMINIRUEMU@ STATISTI^ESKU@ STRUKTURU (X ; F ; fP�; � 2 �g),
I ZADA^U OCENKI PARAMETRI^ESKOJ FUNKCII g(�) PO NABL@DENI@ X = x, NO

PREDPOLOVIM, ^TO � QWLQETSQ ZNA^ENIEM SLU^AJNOJ WELI^INY � S IZWEST-

NYM RASPREDELENIEM (APRIORNOE RASPREDELENIE) Q(�) NA (�; V). sLU^AJ NE-
IZWESTNOGO APRIORNOGO RASPREDELENIQ BUDET RASSMOTREN W lEKCIQH 18 { 21.

w PODOBNOJ SITUACII ZADA^U OCENIWANIQ NAZYWA@T ZADA^EJ OCENIWANIQ W

BAJESOWSKOJ POSTANOWKE.

oPREDELENIE 9.3.1.bAJESOWSKOJ OCENKOJ PARAMETRI^ESKOJ FUNKCII g(�),

SOOTWETSTWU@]EJ APRIORNOMU RASPREDELENI@ Q NAZYWAETSQ IZMERIMAQ

FUNKCIQ

�Q = �Q(x) : X �! �;
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KOTORAQ MINIMIZIRUET BAJESOWSKIJ RISK (SM. oPREDELNIE 8.2.1)

r(�Q; Q) = inf
�
r(�;Q); r(�;Q) =

Z
�

R(�; �)dQ(�);

R(�; �) = E�L(�; �(X)) =

Z
X

L(�; �(x))p�(x)d�(x):

pRI BAJESOWSKOM PODHODE PLOTNOSTX p�(x) INTERPRETIRUETSQ KAK USLOWNAQ

PLOTNOSTX WIDA p�(x) = p(x j � = �) A RISK R(�; �) { KAK USLOWNYJ RISK

R(�; �) = R(� j � = �), TOGDA BAJESOWSKIJ RISK POLU^AETSQ KAK USREDNENIE

USLOWNOGO RISKA

r(�;Q) = ER(� j �) =
Z
�

R(�; �)dQ(�):

tEOREMA 9.3.1.pUSTX SLU^AJNAQ WELI^INA � IMEET RASPREDELENIE Q I PRI

DANNOM � = � NABL@DENIE X IMEET RASPREDELENIE P�. pREDPOLOVIM, KROME

TOGO, ^TO W ZADA^E OCENIWANIQ PARAMETRI^ESKOJ FUNKCII g(�) S NEOTRI-

CATELXNOJ FUNKCIEJ POTERX L(�; �) WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ

1) sU]ESTWUET OCENKA �0(X) S KONE^NYM BAJESOWSKIM RISKOM r(�0; Q) <

1.

2) dLQ PO^TI WSEH x SU]ESTWUET ZNA^ENIE �Q(x), MINIMIZIRU@]EE PO

� 2 �

E(L(�; �) j X = x): (9:3:1)

zDESX X IMEET RASPREDELENIE

P(A) =

Z
�

P�(A)dQ(�); A 2 F ;

A USLOWNOE RASPREDELENIE Qx(�) SLU^AJNOJ WELI^INY � PRI USLOWII

X = x NAZYWAETSQ APOSTERIORNYM RASPREDELENIEM (W OTLI^IE

OT APRIORNOGO RASPREDELENIQ Q(�)) I IMEET WID

Qx(B) =

R
B

p�(x) dQ(�)R
�

p�(x) dQ(�)
; B 2 V:
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tOGDA �Q(X) ESTX BAJESOWSKAQ OCENKA.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX �(X) { L@BAQ OCENKA S KONE^NYM RISKOM. tOG-

DA WYRAVENIE (9.3.1) PO^TI WS@DU KONE^NO, POSKOLXKU FUNKCIQ POTERX L(�; �)

NEOTRICATELXNA. pO\TOMU PO^TI WS@DU SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

E(L(�; �(x)) j X = x) � E(L(�; �Q(x)) j X = x)

I REZULXTAT SLEDUET POSLE WZQTIQ MATEMATI^ESKIH OVIDANIJ OT OBEIH ^AS-

TEJ \TOGO NERAWENSTWA.

sLEDSTWIE 9.3.1.pUSTX WYPOLNENY USLOWIQ tEOREMY 9.3.1. tOGDA

1) eSLI

L(�; �) = (� � g(�))2;

TO

�Q(x) = E(g(�) j X = x);

I, BOLEE OB]IM OBRAZOM, ESLI

L(�; �) = c(�)(� � g(�))2;

TO

�Q(x) =
E(c(�)g(�) j X = x)

E(c(�) j X = x)
:

2) eSLI

L(�; �) = j� � g(�)j;
TO �Q(x) ESTX L@BAQ MEDIANA USLOWNOGO RASPREDELENIQ � PRI DANNOM

X = x.

3) eSLI

L(�; �) =

(
0; ESLI j� � �j � c;

1; ESLI j� � �j > c;

TO �Q(x) ESTX SEREDINA INTERWALA J DLINY 2c, KOTORYJ MAKSIMIZI-

RUET WEROQTNOSTX WIDA

P(� 2 J j X = x):

dOKAZANNAQ tEOREMA OZNA^AET, ^TO PRI NAHOVDENII BAJESOWSKIH OCENOK

MOVNO POSTUPITX SLEDU@]IM OBRAZOM: SNA^ALA DO PROWEDENIQ NABL@DENIJ,

KOGDA � IMEET RASPREDELENIE Q, NAJTI BAJESOWSKU@ OCENKU �Q DLQ FUNK-

CII g(�), KOTORAQ MINIMIZIRUET PO � 2 � WYRAVENIE EL(�; �). dALEE, POSLE
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NABL@DENIQX = x, APRIORNOE RASPREDELENIE Q SLU^AJNOJ WELI^INY � ZAME-

NITX NA APOSTERIORNOE RASPREDELENIE Qx, TO ESTX NA USLOWNOE RASPREDELE-

NIE � PRI DANNOM X = x. tEPERX BAJESOWSKAQ OCENKA IMEET WID �Q(x) = �Qx
.

pRIMERY.

1) pUSTX

X = f0; 1g; � = � = f1=2; 1=3g; p�(x) = �x(1��)1�x; x 2 X ; � 2 �;

TO ESTX NABL@DENIE X PRINIMAET TOLXKO DWA ZNA^ENIQ 0 I 1 SOOT-

WETSTWENNO S WEROQTNOSTQMI 1� � I �. pOSTOROIM BAJESOWSKU@ OCENKU

�Q(x) PARAMETRA � 2 �, SOOTWETSTWU@]U@ APRIORNOMU RASPREDELENI@

Q WIDA

Q = f�; 1� �g; � 2 (0; 1);

I FUNKCII POTERX

L(�; �) =

(
0; ESLI � = �;

1; ESLI � 6= �:

tOGDA

EL(�; �) = L(1=2; �)� + L(1=3; �)(1 � �) =

=

(
1� �; ESLI � = 1=2;

�; ESLI � = 1=3:

oTS@DA SLEDUET, ^TO

�Q =

8><
>:

1=2; ESLI � > 1=2;

8; ESLI � = 1=2;

1=3; ESLI � < 1=2:

aPOSTERIORNOE RASPREDELENIE IMEET WID

Qx =

(
�=2

�=2 + 21�x(1� �)=3
;

21�x(1� �)=3

�=2 + 21�x(1� �)=3

)
:

tAKIM OBRAZOM BAJESOWSKAQ OCENKA ESTX

�Q(x) = �Qx
=

8><
>:

1=2; ESLI x > log2
4(1��)
3� ;

8; ESLI x = log2
4(1��)
3� ;

1=3; ESLI x < log2
4(1��)
3�

:
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2) pUSTX X = (X1; � � � ; Xn), GDE Xi { NEZAWISIMYE ODINAKOWO NORMALXNO

RASPREDEL<NNYE NABL@DENIQ

Xi � N (�; �2); i = 1; � � � ; n;

S IZWESTNOJ DISPERSIEJ �2. pOSTROIM BAJESOWSKU@ OCENKU �Q(X) PARA-

METRA �, SOOTWETSTWU@]U@ NORMALXNOMU APRIORNOMU RASPREDELENI@

Q

� � N (�; 
2):

sOWMESTNAQ PLOTNOSTX X = (X1; � � � ;Xn) I � PROPORCIONALXNA WYRA-

VENI@

p(�; x) = exp

(
� 1

2�2

nX
i=1

(xi � �)2
)
exp

n
� 1

2
2
(� � �)2

o
:

~TOBY POLU^ITX APOSTERIORNOE RASPREDELENIE � j X = x, NEOBHODIMO

SOWMESTNU@ PLOTNOSTX �; X RAZDELITX NA MARGINALXNU@ PLOTNOSTX X,

PO\TOMU APOSTERIORNOE RASPREDELENIE IMEET WID C(x)p(�; x), ^TO MOV-

NO ZAPISATX W WIDE

�C(x) exp

(
��

2

2

� n
�2

+
1


2

�
+ �

�n�x
�2

+
�


2

�
� �2

2
2

)
=

= ~C(x) exp

(
�1

2

� n
�2

+
1


2

��
� � n�x=�2 + �=
2

n=�2 + 1=
2

�2)
; �x =

1

n

nX
i=1

xi:

|TO WYRAVENIE PREDSTAWLQET SOBOJ NORMALXNU@ PLOTNOSTX S PARA-

METRAMI

E(� j X = x) =
n�x=�2 + �=
2

n=�2 + 1=
2
; D(� j X = x) =

1

n=�2 + 1=
2
:

tAKIM OBRAZOM, ESLI FUNKCIQ POTERX ESTX KWADRATI^NAQ O[IBKA, TO

BAJESOWSKAQ OCENKA DLQ � ESTX

�Q(X) =
n=�2

n=�2 + 1=
2
X +

1=
2

n=�2 + 1=
2
�; X =

1

n

nX
i=1

Xi: (9:3:2)

kAK I W SLU^AE BINOMIALXNOGO RAPREDELNIQ, WOZNIKAET WOPROS, QWLQETSQ LI

X BAJESOWSKOJ OCENKOJ DLQ NEKOTOROGO APRIORNOGO RASPREDELENIQ ? oTWET

DA<TSQ SLEDU@]EJ tEOREMOJ.
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tEOREMA 9.3.2.pUSTX � IMEET RASPREDELENIE Q I PUSTX P� OBOZNA^AET

USLOWNOE RASPREDELENIE X PRI DANNOM � = �. tOGDA NI ODNA NESME]ENNAQ

OCENKA �(X) PARAMETRI^ESKOJ FUNKCII g(�), PRI KWADRATI^NOJ FUNKCII

POTERX, NE MOVET BYTX BAJESOWSKOJ, ZA ISKL@^ENIEM SLU^AQ, KOGDA

E(�(X) � g(�))2 = 0;

ZDESX MATEMATI^ESKOE OVIDANIE BERETSQ OTNOSITELXNO SOWMESTNOGO RAS-

PREDELENIQ X I �.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX �(X) ESTX BAJESOWSKAQ OCENKA I PREDPOLOVIM,

^TO ONA NESME]<NNA DLQ g(�). tOGDA W SILU tEOREMY 9.3.1 ONA PO^TI WS@DU

IMEET WID

�(X) = E(g(�) j X); E(�(X) j � = �) = E��(X) = g(�):

iSPOLXZUQ SWOJSTWA USLOWNOGO MATEMATI^ESKOGO OVIDANIQ OTS@DA SLEDUET,

^TO

E(g(�)�(X)) = E[�(X)E(g(�) j X)] = E�2(X)

I

E(g(�)�(X)) = E[g(�)E(�(X) j �)]= Eg2(�):

pO\TOMU

E(�(X) � g(�))2 = E�2(X) + Eg2(�)� 2E(�(X)g(�)) = 0:

pRIMENIM TEPERX \TOT REZULXTAT K NORMALXNOMU I BINOMIALXNOMU SLU-

^AQM.

1) nORMALXNYJ SLU^AJ. pUSTX X = (X1; � � � ; Xn), GDE Xi { NEZAWISIMYE

ODINAKOWO NORMALXNO RASPREDEL<NNYE NABL@DENIQ

Xi � N (�; �2); i = 1; � � � ; n;

S IZWESTNOJ DISPERSIEJ �2. tOGDA DLQ RASSMATRIWAEMOJ OCENKI �(X) =

X PRI � = � 2 � SPRAWEDLIWO TOVDESTWO

E�(X � �)2 � �2

n
;

PO\TOMU DLQ L@BOGO APRIORNOGO RAPSREDELNIQ Q

E(X � �)
2
=
�2

n
6= 0:

tAKIM OBRAZOM �(X) = X NE QWLQETSQ BAJESOWSKOJ OCENKOJ.
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2) bINOMIALXNYJ SLU^AJ. pUSTX NABL@DENIQ X IME@T WID

X � B(n; �); � 2 (0; 1):

rASSMOTRIM OCENKU �(X) = X = X=n DLQ PARAMETRA �. pRI FIKSIRO-

WANNOM � = � 2 (0; 1) E< FUNKCIQ RISKA RAWNA

E�(X � �)
2
=
�(1� �)

n
;

PO\TOMU

E(X=n� �)
2
=

1

n

1Z
0

�(1� �)dQ(�):

|TOT INTEGRAL RAWEN NUL@ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA RASPREDELENIE

Q PRIPISYWAET WEROQTNOSTX EDINICA MNOVESTWU f0; 1g. nO BAJESOWSKAQ
OCENKA IMEET WID

�Q(X) = E(� j X);

PO\TOMU DLQ TAKOGO RASPREDELENIQ Q

�Q(0) = �Q(n) = 1

I L@BAQ OCENKA, UDOWLETWORQ@]AQ \TOMU USLOWI@ QWLQETSQ BAJESOW-

SKOJ DLQ TAKOGO Q. zNA^IT, W ^ASTNOSTI, X=n ESTX BAJESOWSKAQ OCENKA.

kONE^NO, ESLI Q { ISTINNOE RASPREDELENIE, TO ZNA^ENIQ 1; 2; � � � ; n� 1

NIKOGDA NE NABL@DA@TSQ. tAKIM OBRAZOM, OCENKA X=n BUDET BAJESOW-

SKOJ TOLXKO W DOWOLXNO TRIWIALXNOM SLU^AE.

9.4 minimaksnoe oceniwanie

oPREDELENIE 9.4.1.mINIMAKSNOJ OCENKOJ PARAMETRI^ESKOJ FUNKCII g(�)

NAZYWAETSQ OCENKA ��(x) TAKAQ, ^TO

sup
�2�

R(�; ��) = inf
�
sup
�2�

R(�; �);

R(�; �) = E�L(�; �(X)) =

Z
X

L(�; �(x))p�(x)d�(x):

tAKIM OBRAZOM, MINIMAKSNYJ PODHOD ZAKL@^AETSQ W WYBORE TAKOJ OCEN-

KI, KOTORAQ MINIMIZIRUET MAKSIMALXNYJ RISK. mOVNO TAKVE SKAZATX, ^TO
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MINIMAKSNAQ OCENKA QWLQETSQ BAJESOWSKOJ OCENKOJ PRI APRIORNOM RASPRE-

DELENII, QWLQ@]EMSQ NAIMENEE BLAGOPRIQTNYM. ~TOBY SDELATX \TO PONQTIE

TO^NYM, OBOZNA^IM BAJESOWSKIJ RISK BAJESOWSKOJ OCENKI �Q(X) ^EREZ

r(Q) = r(�Q; Q) =

Z
�

R(�; �Q)dQ(�):

aPRIORNOE RASPREDELENIE Q� NAZYWAETSQ NAIMENEE BLAGOPRIQTNYM, ESLI

r(Q) � r(Q�)

DLQ WSEH APRIORNYH RASPREDELENIJ Q NA �. s BAJESOWSKOJ TO^KI ZRENIQ \TO

ESTX APRIORNOE RASPREDELENIE, KOTOROE PRI^INQET STATISTIKU NAIBOLX[IE

SREDNIE POTERI. sLEDU@]AQ tEOREMA DA<T USLOWIQ, PRI KOTORYH BAJESOWSKAQ

OCENKA �Q(X) QWLQETSQ MINIMAKSNOJ.

tEOREMA 9.4.1.pUSTX SU]ESTWUET APRIORNOE RASPREDELENIE Q NA �

TAKOE, ^TO Z
�

R(�; �Q)dQ(�) = sup
�2�

R(�; �Q):

tOGDA

1) oCENKA �Q(X) QWLQETSQ MINIMAKSNOJ.

2) eSLI OCENKA �Q(X) QWLQETSQ EDINSTWENNOJ BAJESOWSKOJ OCENKOJ, TO

OCENKA �Q(X) { EDINSTWENNAQ MINIMAKSNAQ OCENKA.

3) aPRIORNOE RASPREDELENIE Q QWLQETSQ NAIMENEE BLAGOPRIQTNYM RAS-

PREDELENIEM.

dOKAZATELXSTWO.

1) pUSTX �(X) { L@BAQ DRUGAQ OCENKA. tOGDA

sup
�2�

R(�; �) �
Z
�

R(�; �)dQ(�) �
Z
�

R(�; �Q)dQ(�) = sup
�2�

R(�; �Q):

tAKIM OBRAZOM

inf
�
sup
�2�

R(�; �) = sup
�2�

R(�; �Q):
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2) pUSTX OCENKA ��(X) 6= �Q(X) QWLQETSQ MINIMAKSNOJ OCENKOJ, TOGDA

sup
�2�

R(�; ��) �
Z
�

R(�; ��)dQ(�) >
Z
�

R(�; �Q)dQ(�) = sup
�2�

R(�; �Q):

~TO PROTIWORE^IT MINIMAKSNOSTI OCENKI ��(X).

3) pUSTX �Q { L@BOE DRUGOE APRIORNOE RASPREDELENIE NA �. tOGDA

r( �Q) =

Z
�

R(�; � �Q)d
�Q(�) �

Z
�

R(�; �Q)d �Q(�) � sup
�2�

R(�; �Q) = r(Q):

uSLOWIE tEOREMY UTWERVDAET, ^TO USREDN<NNYJ RISK R(�; �Q) RAWNQETSQ

EGO MAKSIMUMU. |TO WYPOLNQETSQ W TOM SLU^AE, KOGDA FUNKCIQ RISKA POSTO-

QNNA ILI, BOLEE OB]IM OBRAZOM, KOGDA APRIORNOE RASPREDELENIE Q PRIPISY-

WAET WEROQTNOSTX 1 MNOVESTWU, NA KOTOROM FUNKCIQ RISKA DOSTIGAET SWOEGO

MAKSIMMALXNOGO ZNA^ENIQ. bOLEE FORMALXNYE UTWERVDENIQ SODERVIT SLE-

DU@]EE sLEDSTWIE.

sLEDSTWIE 9.4.1.pUSTX SU]ESTWUET APRIORNOE RASPREDELENIE Q NA �

TAKOE, ^TO

1) BAJESOWSKAQ OCENKA �Q(X) IMEET POSTOQNNYJ RISK. tOGDA ONA QWLQ-

ETSQ MINIMAKSNOJ.

2) DLQ BAJESOWSKOJ OCENKI �Q(X) SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE

Q(� 2 AQ) = 1; AQ = f� : R(�; �Q) = sup
��2�

R(��; �Q)g:

tOGDA OCENKA �Q(X) QWLQETSQ MINIMAKSNOJ OCENKOJ.

pREDPOLOVENIE tEOREMY 9.4.1 WLE^<T SU]ESTWOWANIE NAIMENEE BLAGOPRI-

QTNOGO RASPREDELENIQ Q�. kOGDA TAKOGO RASPREDELENIQ NE SU]ESTWUET, tE-
OREMA 9.4.1 NEPRIMENIMA. rASSMOTRIM, NAPRIMER, ZADA^U OCENIWANIQ SRED-

NEGO � NORMALXNOGO RASPREDELENIQ S IZWESTNOJ DISPERSIEJ. pOSKOLXKU WSE

WOZMOVNYE ZNA^ENIQ � IGRA@T POLNOSTX@ SIMMETRI^NU@ ROLX W TOM SMYS-

LE, ^TO NI ODNO IZ NIH NE OCENIWAETSQ LEG^E, ^EM L@BOE DRUGOE, ESTEST-

WENNO PREDPOLOVITX, ^TO NAIMENEE BLAGOPRIQTNOE RASPREDELENIE ESTX "RAW-

NOMERNOE" RASPREDELENIE NA DEJSTWITELXNOJ PRQMOJ, TO ESTX MERA lEBEGA.

w \TOM SLU^AE ONO QWLQETSQ NESOBSTWENNYM. mOVNO POPYTATXSQ APPROKSI-

MIROWATX NESOBSTWENNOE RASPREDELENIE POSLEDOWATELXNOSTX@ SOBSTWENNYH



9.4. mINIMAKSNOE OCENIWANIE 99

RASPREDELENIJ, NAPRIMER, MERU lEBEGA RAWNOMERNYMI RASPREDELENIQMI NA

(�n; n); n = 1; 2; � � �, I OBOB]ITX PONQTIE NAIMENEE BLAGOPRIQTNOGO RASPRE-
DELENIQ DO PONQTIQ NAIMENEE BLAGOPRIQTNOJ POSLEDOWATELXNOSTI RASPRE-

DELENIJ. rASSMOTRIM BOLEE PODROBNO \TOT PODHOD.

pUSTX fQng { POSLEDOWATELXNOSTX APRIORNYH RASPREDELENIJ NA� I �Qn
(X)

{ BAJESOWSKAQ OCENKA, SOOTWETSTWU@]AQ Qn. pUSTX E< BAJESOWSKIJ RISK RA-

WEN

rn(Qn) = rn(�Qn
; Qn) =

Z
�

R(�; �Qn
)dQn(�)

I PREDPOLOVIM, ^TO SU]ESTWUET PREDEL

Lim
n!1

rn(Qn) = r: (9:4:1)

tOGDA POSLEDOWATELXNOSTX APRIORNYH RASPREDELENIJ fQng NAZYWAETSQ NAI-
MENEE BLAGOPRIQTNOJ, ESLI DLQ L@BOGO APRIORNOGO RASPREDELENIQ Q SPRA-

WEDLIWO NERAWENSTWO

r(Q) � r:

tEOREMA 9.4.2.pUSTX SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX APRIORNYH RAS-

PREDELENIJ fQng NA � TAKAQ, ^TO WYPOLNQETSQ SOOTNO[ENIE (9.4.1), I

PREDPOLOVIM, ^TO �(X) ESTX OCENKA TAKAQ, ^TO

sup
�2�

R(�; �) = r:

tOGDA

1) oCENKA �(X) QWLQETSQ MINIMAKSNOJ.

2) pOSLEDOWATELXNOSTX APRIORNYH RASPREDELENIJ fQng QWLQETSQ NAI-

MENEE BLAGOPRIQTNOJ.

dOKAZATELXSTWO.

1) pUSTX ~�(X) { L@BAQ DRUGAQ OCENKA. tOGDA

sup
�2�

R(�; ~�) �
Z
�

R(�; ~�)dQn(�) � rn(Qn);

I \TO WYPOLNQETSQ PRI KAVDOM n. sLEDOWATELXNO

sup
�2�

R(�; ~�) � sup
�2�

R(�; �)

I ZNA^IT �(X) ESTX MINIMAKSNAQ OCENKA.
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2) pUSTX �Q { L@BOE DRUGOE APRIORNOE RASPREDELENIE NA �. tOGDA

r( �Q) =

Z
�

R(�; � �Q)d
�Q(�) �

Z
�

R(�; �)d �Q(�) � sup
�2�

R(�; �) = r:

|TA tEOREMA MENEE UDOWLETWORITELXNA, ^EM tEOREMA 9.4.1, W DWUH OTNO[E-

NIQH. wO-PERWYH, ESLI DAVE BAJESOWSKIE OCENKI �Qn
(X) EDINSTWENNY, TO

OTS@DA NEWOZMOVNO ZAKL@^ITX, ^TO �(X) ESTX EDINSTWENNAQ MINIMAKSNAQ

OCENKA. pRI^INA \TOGO W TOM, ^TO PRI PEREHODE K PREDELU STROGOE NERA-

WENSTWO ZAMENQETSQ NESTROGIM. dRUGAQ SLOVNOSTX SOSTOIT W TOM, ^TO DLQ

TOGO, ^TOBY PROWERITX USLOWIE tEOREMY 9.4.2, NEOBHODIMO WY^ISLITX r I,

SLEDOWATELXNO, BAJESOWSKIE RISKI rn(Qn). dLQ \TOGO ^ASTO BYWAET POLEZNA

SLEDU@]AQ tEOREMA.

tEOREMA 9.4.3.eSLI �Q(X) { BAJESOWSKAQ OCENKA DLQ FUNKCII g(�), SO-

OTWETSTWU@]AQ APRIORNOMU RASPREDELENI@ Q I ESLI EE BAJESOWSKIJ RISK

ESTX

r(Q) = E(�Q(X) � g(�))2;

ZDESX � I X IME@T SOOTWETSTWENNO RASPREDELENIQ Q(�) I

P(A) =

Z
�

P�(A)dQ(�); A 2 F ;

TO

r(Q) =

Z
X

D(g(�) j X = x)dP(x):

w ^ASTNOSTI, ESLI APOSTERIORNAQ DISPERSIQ D(g(�) j X = x) NE ZAWISIT

OT x, TO

r(Q) = D(g(�) j X = x):

dOKAZATELXSTWO. dOKAZATELXSTWO SLEDUET IZ SOOTNO[ENIQ

r(Q) = E(�Q(X)� g(�))2 = E[E((g(�) � �Q(x))
2 j X = x)];

I sLEDSTWIQ 9.3.1, SOGLASNO KOTOROMU

�Q(x) = E(g(�) j X = x):
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pRIMER 9.4.1. pUSTX X = (X1; � � � ;Xn), GDE Xi { NEZAWISIMYE ODINAKOWO

NORMALXNO RASPREDEL<NNYE NABL@DENIQ

Xi � N (�; �2); i = 1; � � � ; n;

S IZWESTNOJ DISPERSIEJ �2. dOKAVEM, ^TO X { MINIMAKSNAQ OCENKA. rAS-

SMOTRIM W KA^ESTWE APRIORNYH RASPREDELENIJ NORMALXNYE RASPREDELENIQ

Q
 WIDA

� � N (�; 
2):

tOGDA SOOTNO[ENIE (9.3.2) POKAZYWAET, ^TO BAJESOWSKAQ OCENKA IMEET WID

�Q

(X) =

n=�2

n=�2 + 1=
2
X +

1=
2

n=�2 + 1=
2
�; X =

1

n

nX
i=1

Xi:

tAMVE NAJDENA I APOSTERIORNAQ DISPERSIQ

D(� j X = x) =
1

n=�2 + 1=
2
;

KOTORAQ NE ZAWISIT OT x. pO\TOMU IZ tEOREMY 9.4.3 SLEDUET, ^TO

r(Q
) =
1

n=�2 + 1=
2
:

pUSTX 
 !1, TOGDA

r(Q
) " �2=n = r = D�X;

TEPERX ISPOLXZUQ tEOREMU 9.4.2, POLU^AEM MINIMAKSNOSTX OCENKI X .
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w lEKCII RASSMATRIWA@TSQ METODY POSTROENIQ OPTIMALXNYH OCENOK.

10.1 polnye dostato~nye statistiki.

metodynahovdeniq optimalxnyh

ocenok

tEOREMA rAO { bLEKU\LLA { kOLMOGOROWA (tEOREMA 9.1.1) POKAZYWAET, ^TO

OPTIMALXNYE OCENKI NUVNO ISKATX SREDI FUNKCIJ OT DOSTATO^NOJ STATIS-

TIKI. pRI OTYSKANII QWNOGO WIDA OPTIMALXNYH OCENOK WAVNU@ ROLX IGRAET

SWOJSTWO POLNOTY DOSTATO^NYH STATISTIK.

oPREDELENIE 10.1.1. dOSTATO^NAQ STATISTIKA T NAZYWAETSQ POL-

NOJ, ESLI DLQ L@BOJ IZMERIMOJ FUNKCII �(t) WYPOLNENIE TOVDESTWA

E��(T ) � 0; DLQ WSEH � 2 �

WLE^ET RAWENSTWO FUNKCII �(t) NUL@ PO^TI WS@DU, TO ESTX

P�

�
�(T ) 6= 0

�
= 0; DLQ WSEH � 2 �:

pRIMER 10.1.1. pUSTX X = (X1; � � � ; Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RASPRE-

DEL<NNYE NABL@DENIQ, PRI^<M

Xi � B(1; �); i = 1; � � � ; n; � 2 � = (0; 1):

sOWMESTNAQ PLOTNOSTX NABL@DENIJ X = (X1; � � � ;Xn) IMEET WID

p�(x) = ��x(1� �)n��x;

103
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GDE

x = (x1; � � � ; xn); xi 2 f0; 1g; i = 1; :::; n; �x =

nX
i=1

xi:

tEPERX IZ KRITERIQ FAKTORIZACII (tEOREMA 7.1.3) SLEDUET, ^TO STATISTIKA

WIDA

T =
nX
i=1

Xi � B(n; �)

QWLQETSQ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ. dOKAVEM, ^TO \TA DOSTATO^NAQ STATIS-

TIKA QWLQETSQ POLNOJ. s \TOJ CELX@ PREDPOLOVIM, ^TO DLQ FUNKCII �(t)

WYPOLNENO TOVDESTWO

E��(T ) � 0; DLQ WSEH � 2 (0; 1);

TO ESTX

nX
k=0

�(k)

 
n

k

!
�k(1� �)n�k � 0; DLQ WSEH � 2 (0; 1):

w LEWOJ ^ASTI \TOGO TOVDESTWA PROIZWED<M ZAMENU PEREMENNOJ

u =
�

1� �
2 (0; +1);

TOGDA, POLU^IM

nX
k=0

�(k)

 
n

k

!
uk � 0; DLQ WSEH u 2 (0;+1):

w LEWOJ ^ASTI ZDESX STOIT POLINOM PO u STEPENI n, KOTORYJ IMEET BESKONE^-

NO MNOGO KORNEJ, PO\TOMU PRIMENQQ OSNOWNU@ tEOREMU ALGEBRY, POLU^AEM,

^TO ON TOVDESTWENNO RAWEN NUL@. tAKIM OBRAZOM

�(k) = 0; k = 0; � � � ; n

ILI

P�

�
�(T ) 6= 0

�
= 0; DLQ WSEH � 2 �:

pRIWED<M PRIMER NE POLNOJ DOSTATO^NOJ STATISTIKI.

pRIMER 10.1.2. pOKAVEM, ^TO TIPI^NYM OBRAZOM WSQ WYBORKA X =

(X1; � � � ;Xn) NE QWLQETSQ POLNOJ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ. pUSTX X =
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(X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RASPREDEL<NNYE NABL@DENIQ, IME@-

]IE PLOTNOSTX, ZAWISQ]U@ OT PARAMETRA � 2 �, PRI^<M

E�X1 <1; DLQ WSEH � 2 �:

iZ KRITERIQ FAKTORIZACII (tEOREMA 7.1.3) NEPOSREDSTWENNO SLEDUET, ^TO

STATISTIKA WIDA

T (X) = X = (X1; � � � ;Xn)

QWLQETSQ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ. nO ONA NE POLNA, POSKOLXKU, NAPRIMER,

DLQ FUNKCII NE RAWNOJ PO^TI WS@DU NUL@

�(x) =
1

n

nX
i=1

xi � x1; x = (x1; � � � ; xn)

SPRAWEDLIWO TOVDESTWO

E��(T ) � 0; DLQ WSEH � 2 �:

zAME^ANIE 10.1.1. eSLI P0 I P1 { DWA SEMEJSTWA RASPREDELENIJ, TAKIH

^TO KAVDOE P0 { NULEWOE MNOVESTWO (SM. oPREDELENIE 6.1.4) QWLQETSQ I

P1 { NULEWYM, TOGDA DOSTATO^NAQ STATISTIKA T (X), POLNAQ DLQ SEMEJ-

STWA P0 BUDET TAKVE POLNOJ I DLQ SEMEJSTWA P1. zAMETIM, TAKVE ^TO

ESLI P0 ESTX SEMEJSTWO BINOMIALXNYH RASPREDELENIJ

P0 = fB(n; �); � 2 (0; 1)g;

n FIKSIROWANO I, ESLI

P1 = P0 [ P(1);
GDE P(1) ESTX RASPREDELENIE pUASSONA S PARAMETROM 1, TO PO DOKAZANNOMU

WY[E SEMEJSTWO P0 QWLQETSQ POLNYM (pRIMER 10.1.1), W TO WREMQ KAK

SEMEJSTWO P1 NE POLNO.

nALI^IE POLNOJ DOSTATO^NOJ STATISTIKI OBESPE^IWAET EDINSTWENNOSTX

I OPTIMALXNOSTX NESME]<NNOJ OCENKI, ZAWISQ]EJ OT TAKOJ STATISTIKI.

tEOREMA 10.1.1.pUSTX = T (X) { POLNAQ DOSTATO^NAQ STATISTIKA,

TOGDA

1) eSLI �1(T ) I �2(T ) { DWE NESME]ENNYE OCENKI DLQ FUNKCII g(�), TO

ONI SOWPADA@T PO^TI WS@DU, TO ESTX

P�

�
�1(T ) 6= �2(T )

�
= 0; DLQ WSEH � 2 �:
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eSLI �1(X) I �2(X) { DWE NESME]ENNYE OCENKI DLQ FUNKCII g(�), TO

PO^TI WS@DU SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

E(�1(X) j T ) = E(�2(X) j T ):

2) eSLI ��(T ) { NESME]ENNAQ OCENKA FUNKCII g(�), TO ��(T ) OPTIMALXNA,
TO ESTX DLQ L@BOJ NESME]ENNOJ OCENKI �(X) FUNKCII g(�) SPRAWED-

LIWO NERAWENSTWO

D��
�(T ) � D��(X); DLQ WSEH � 2 �:

dOKAZATELXSTWO.

1) eSLI �1(T ) I �2(T ) { DWE NESME]<NNYE OCENKI FUNKCII g(�), TO IH

RAZNOSTX

�(T ) = �1(T )� �2(T )

UDOWLETWORQET TOVDESTWU

E��(T ) � 0; DLQ WSEH � 2 �;

KOTOROE W SILU POLNOTY STATISTIKI T WLE^<T

P�

�
�1(T ) 6= �2(T )

�
= 0; DLQ WSEH � 2 �:

wTOROE UTWERVDENIE NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ USLOWIQ NESME]<N-

NOSTI

E��i(X) � g(�); � 2 �; i = 1; 2;

OPREDELENIQ POLNOTY I TOVDESTWA

0 � E�(�1(X)� �2(X)) � E�E

�
(�1(X)� �2(X)) j T

�
:

2) pUSTX �(X) { L@BAQ NESME]<NNAQ OCENKA FUNKCII g(�). tOGDA PO tEO-

REME rAO { bLEKU\LLA { kOLMOGOROWA (tEOREMA 9.1.1) PROEKCIQ OCENKI

�(X) NA DOSTATO^NU@ STATISTIKU T

h(T ) = E�(�(X) j T )

QWLQETSQ NESME]<NNOJ OCENKOJ FUNKCII g(�) I WYPOLNENO NERAWENSTWO

D�h(T ) � D��(X); DLQ WSEH � 2 �:
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oDNAKO, \TA OCENKA h(T ), BUDU^I NESME]<NNOJ, QWLQETSQ EDINSTWEN-

NOJ W SILU PUNKTA 1, TO ESTX NE ZAWISIT OT OCENKI �(X) I, PO\TOMU

POSLEDNEE NERAWENSTWO SPRAWEDLIWO DLQ L@BOJ NESME]<NNOJ OCENKI

�(X). sLEDOWATELXNO OCENKA h(T ) OPTIMALXNA I

P�

�
��(T ) = h(T )

�
= 1; DLQ WSEH � 2 �:

sLEDSTWIQ.

1) eSLI SU]ESTWUET POLNAQ DOSTATO^NAQ STATISTIKA, TO L@BAQ IZMERIMAQ

FUNKCIQ OT NE< QWLQETSQ OPTIMALXNOJ OCENKOJ SWOEGO MATEMATI^ESKOGO

OVIDANIQ.

2) sU]ESTWUET EDINSTWENNAQ NESME]<NNAQ OCENKA FUNKCII g(�), ZAWI-

SQ]AQ OT POLNOJ DOSTATO^NOJ STATISTIKI, I ONA OPTIMALXNA. eSLI

T = T (X) { POLNAQ DOSTATO^NAQ STATISTIKA, TO OPTIMALXNAQ OCENKA

��(T ) L@BOJ PARAMETRI^ESKOJ FUNKCII g(�), DOPUSKA@]EJ NESME]<N-
NU@ OCENKU, ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ SOWOKUPNOSTX@ URAWNENIJ

E��
�(T ) = g(�); DLQ WSEH � 2 �:

3) aLGORITM POLU^ENIQ OPTIMALXNYH OCENOK.

dLQ NAHOVDENIQ OPTIMALXNOJ OCENKI ��(T ) FUNKCII g(�) DOSTATO^NO
POSTUPITX SLEDU@]IM OBRAZOM

(a) NAJTI KAKU@-NIBUDX NESME]ENNU@ OCENKU �(X) FUNKCII g(�);

(b) SPROEKTIROWATX E< NA POLNU@ DOSTATO^NU@ STATISTIKU T , TO ESTX

NAJTI

h(T ) = E�(�(X) j T );

TOGDA \TO I BUDET OPTIMALXNOJ OCENKOJ, TO ESTX

P�

�
��(T ) = h(T )

�
= 1; DLQ WSEH � 2 �:

pRIMER 10.1.3. pUSTX X = (X1; � � � ; Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RAS-

PREDEL<NNYE NABL@DENIQ I

Xi � B(1; �); i = 1; � � � ; n; � 2 � = (0; 1):
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tOGDA

T =

nX
i=1

Xi � B(n; �)

QWLQETSQ POLNOJ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ (SM. pRIMER 10.1.1). nAJD<M

DWUMQ SPOSOBAMI OPTIMALXNU@ OCENKU, NAPRIMER, DLQ FUNKCII g(�) = �2.

1) pOPYTAEMSQ NAJTI OPTIMALXNU@ OCENKU ��(T ) IZ USLOWIQ NESME]<N-
NOSTI

E��
�(T ) = �2; DLQ WSEH � 2 �:

s \TOJ CELX@ ZAMETIM, ^TO

E�T = n�; D�T = n�(1� �); E�T
2 = D�T +(E�T )

2 = n�(1� �)+n2�2:

bUDEM ISKATX OPTIMALXNU@ OCENKU ��(T ) W WIDE POLINOMA WTOROJ STE-
PENI

��(t) = a+ bt+ ct2;

TOGDA IZ USLOWIQ NESME]<NNOSTI IMEEM

a+ bn� + c
�
n�(1� �) + n2�2

�
� �2:

pRIRAWNIWAQ KO\FFICIENTY PRI ODINAKOWYH STEPENQH �, POLU^IM

c =
1

n(n� 1)
; b = � 1

n(n� 1)
; a = 0;

TO ESTX

��(T ) = � T

n(n� 1)
+

T 2

n(n� 1)
=
T (T � 1)

n(n� 1)
:

2) nAJD<M ��(T ) METODOM PROEKCIJ. s \TOJ CELX@ WOZXM<M PROIZWOLXNU@

NESME]<NNU@ OCENKU �2, NAPRIMER, �(X) = X1X2. tOGDA

��(t) = E�(�(X) j T = t) = E�(X1X2 j T = t) =

=
X

x1;x22f0;1g�f0;1g
x1x2P�

�
X1 = x1;X2 = x2 j T = t

�
= P�

�
X1 = 1;X2 = 1 j T = t

�
=

=
P�

�
X1 = 1; X2 = 1; T = t

�
P�(T = t)

=

8<
:

0; t < 2
�2(n�2

t�2
)�t�2(1��)n�t

(n
t
)�t(1��)n�t

; t � 2
=
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=

(
0; t < 2
t!(n�t)!(n�2)!
n!(t�2)!(n�t)! ; t � 2

=

(
0; t < 2
t(t�1)
n(n�1) ; t � 2:

tAKIM OBRAZOM OPQTX POLU^AEM

��(T ) =
T (T � 1)

n(n� 1)
:

10.2 swobodnye statistiki

wY[E OTME^ALOSX, ^TO DOSTATO^NYE STATISTIKI, ISPOLXZU@TSQ DLQ SOKRA-

]ENIQ DANNYH BEZ POTERI INFORMACII, W \TOJ SWQZI UMESTNO RASSMOTRETX

SLU^AJ, KOGDA STATISTIKI WOOB]E NE NESUT W SEBE NIKAKOJ INFORMACII O

PARAMETRE �.

oPREDELENIE 10.2.1.sTATISTIKA U = U(X)

U : (X ; F) �! (Y; H)

NAZYWAETSQ SWOBODNOJ (POD^INENNOJ), ESLI EE RASPREDELENIE NE ZAWISIT

OT � 2 �, TO ESTX, ESLI

P�(U(X) 2 B)

DLQ L@BOGO B 2 H NE ZAWISIT OT � 2 �.

qSNO, ^TO SWOBODNAQ STATISTIKA U(X) NE SODERVIT INFORMACII O �.

pRIMERY.

1) pUSTX X = (X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE NORMALXNO RASPREDEL<NNYE

NABL@DENIQ

Xi � N (0; �2); i = 1; � � � ; n:

tOGDA STATISTIKI WIDA

U1 =
X1s

1
n�1

nP
i=1

(Xi �X)2

; X =
1

n

nX
i=1

Xi

I

U2 =
X1s
nP
i=1

Xi
2

QWLQ@TSQ SWOBODNYMI.
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2) pUSTX X = (X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE NORMALXNO RASPREDEL<NNYE

NABL@DENIQ

Xi � N (�; 1); i = 1; � � � ; n:

tOGDA STATISTIKI WIDA

U3 = X1 �X

I

U4 =
1

n� 1

nX
i=1

(Xi �X)
2

QWLQ@TSQ TAKVE SWOBODNYMI.

pOSKOLXKU SWOBODNAQ STATISTIKA U(X) NE SODERVIT INFORMACII O �, A

DOSTATO^NAQ STATISTIKA (X) SODERVIT WS@ INFORMACI@ O �, TO, PO-WIDIMOMU,

U(X) I T (X) DOLVNY BYTX NEZAWISIMYMI. pRI NALI^II SWOJSTWA POLNOTY

\TO DEJSTWITELXNO TAK.

tEOREMA 10.2.1. (bASU) pUSTX (X) { POLNAQ DOSTATO^NAQ STATISTI-

KA, A U(X) { cWOBODNAQ STATISTIKA. tOGDA STATISTIKI T (X) I U(X) {

NEZAWISIMY.

dOKAZATELXSTWO. pO USLOWI@ WYRAVENIE

P�(U 2 B j T )� P�(U 2 B)

NE ZAWISIT OT � DLQ L@BOGO FIKIROWANNOGO MNOVESTWA B 2 H. oBOZNA^IM
EGO ^EREZ

�(T ) = P�(U 2 B j T )� P�(U 2 B):

tOGDA

E��(T ) � 0 DLQ WSEH � 2 �;

TO ESTX

P�(U 2 B j T ) = P�(U 2 B) P. W.

I, PO\TOMU ONI NEZAWISIMY, POSKOLXKU

P�(U 2 B; T 2 A) = E�1B(U)1A(T ) =

= E�E�[1B(U)1A(T ) j T ] = E�1A(T )E�[1B(U) j T ] =

= E�1A(T )P�(U 2 B j T ) = P�(T 2 A)P�(U 2 B):
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pRIMER 10.2.1. pUSTX X = (X1; � � � ; Xn) { NEZAWISIMYE RAWNOMERNO RAS-

PREDEL<NNYE NABL@DENIQ

Xi � R(0; �); i = 1; � � � ; n; � > 0:

dOKAVEM, ^TO STATISTIKA

T (X) = X(n) � max
1�i�n

Xi

QWLQETSQ POLNAJ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ. sOMESTNAQ PLOTNOSTX NABL@DE-

NIJ (X1; � � � ;Xn) RAWNA

p�(x) =
1

�n

nY
i=1

1(0;�)(xi) =
1

�n
1(0;�)(x(1))1(0;�)(x(n)) =

=
1

�n
1(0;+1)(x(1))1(0;�)(x(n)); GDE x = (x1; � � � ; xn); x(1) = min

1�i�n
xi:

tEPERX IZ KRITERIQ FAKTORIZACII (tEOREMA 7.1.3) SLEDUET, ^TO STATISTIKA

WIDA

T (X) = X(n)

QWLQETSQ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ. dOKAVEM TEPERX E< POLNOTU. pOSKOLXKU

P�(T (X) < t) = P�(X1 < t; � � � ;Xn < t) =
tn

�n
; 0 < t < �;

TO STATISTIKA T (X) IMEET PLOTNOSTX

p�(t) =
ntn�1

�n
; 0 < t < �:

pUSTX TEPERX

E��(T ) � 0; DLQ WSEH � > 0:

oBOZNA^IM ^EREZ �+(t) I ��(t) SOOTWETSTWENNO POLOVITELXNU@ I OTRICA-

TELXNU@ ^ASTI FUNKCII �(t). tOGDA

�Z
0

tn�1�+(t) dt =

�Z
0

tn�1��(t) dt; DLQ WSEH � > 0:

oTS@DA PO tEOREME O PRODOLVENII MERY SLEDUET, ^TO DLQ WSEH BORELEWSKIH

MNOVESTW B � R1 SPRAWEDLIWO RAWENSTWOZ
B

tn�1�+(t) dt =
Z
B

tn�1��(t) dt:
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pO\TOMU

�(t) = 0; P. W.

qSNO, ^TO STATISTIKA

U(X) =
X1

X(n)

QWLQETSQ SWOBODNOJ. iZ tEOREMY bASU SLEDUET, ^TO STATISTIKI T (X) I U(X)

NEZAWISIMY.

pRIMER 10.2.2. pUSTX X = (X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE NORMALXNO RAS-

PREDEL<NNYE NABL@DENIQ

Xi � N (�; �2); i = 1; � � � ; n; � = (�; �2):

mOVNO DOKAZATX, ^TO STATISTIKA

T (X) = (X;S2); GDE X =
1

n

X
Xi; S2 =

1

n� 1

X
(Xi �X)

2

QWLQETSQ POLNOJ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ, A STATISTIKA

U(X) =

 
X1 �X

S
, � � � , Xn �X

S

!

QWLQETSQ SWOBODNOJ STATISTIKOJ. iZ tEOREMY bASU SLEDUET, ^TO STATISTIKI

T (X) I U(X) NEZAWISIMY.
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w lEKCII RASSMATRIWA@TSQ NIVNIE OCENKI DLQ DISPERSIJ OCENOK, WWODQT-

SQ TAK NAZYWAEMYE \FFEKTIWNYE OCENKI.

11.1 informacionnoe nerawenstwo

w OB]EM SLU^AE OPTIMALXNAQ OCENKA ��(X) PARAMETRI^ESKOJ FUNKCII g(�)

MOVET NE SU]ESTWOWATX (tEOREMA 10.1.1 DA<T LI[X DOSTATO^NYE USLOWIQ

SU]ESTWOWANIQ ��(X)). oDNAKO PRI WYPOLNENII ESTESTWENNYH USLOWIJ REGU-

LQRNOSTI MOVNO POLU^ITX OCENKU SNIZU DLQ DISPERSII L@BOJ OCENKI FUNK-

CII g(�) I UKAZATX USLOWIQ, PRI KOTORYH \TA GRANICA DOSTIGAETSQ.

l@BYE DWE SLU^AJNYE WELI^INY Y I Z S KONE^NYMI WTORYMI MOMENTAMI

UDOWLETWORQ@T KOWARIACIONNOMU NERAWENSTWU

Cov(Y; Z) �
p
DYDZ: (11:1:1)

dOKAZATELXSTWO NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ OPREDELENIQ KOWARIACII I NE-

RAWENSTWA kO[I { bUNQKOWSKOGO.

pRIMENIM NERAWENSTWO (11.1.1) K L@BOJ OCENKE �(X) FUNKCII g(�) I L@-

BOJ FUNKCII S(X; �) S KONE^NYM WTORYM MOMENTOM I POLOVITELXNOJ DIS-

PERSIEJ

D��(X) �
Cov

2
�

�
�(X); S(X; �)

�
D�S(X; �)

: (11:1:2)

w OB]EM SLU^AE NERAWENSTWO (11.1.2) BESPOLEZNO, POSKOLXKU EGO LEWAQ ^ASTX

TAKVE SODERVIT OCENKU �(X). nO ESLI

Cov�

�
�(X); S(X; �)

�

113
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ZAWISIT OT OCENKI �(X) TOLXKO ^EREZ E< MATEMATI^ESKOE OVIDANIE

E��(X) = g(�);

TO NERAWENSTWO (11.1.2) DEJSTWITELXNO DA<T NIVN@@ GRANICU DLQ DISPERSII

WSEH NESME]ENNYH OCENOK FUNKCII g(�).

tEOREMA 11.1.1. dLQ TOGO ^TOBY

Cov�

�
�(X); S(X; �)

�
ZAWISELA OT OCENKI �(X) TOLXKO ^EREZ EE MATEMATI^ESKOE OVIDANIE

E��(X) = g(�);

NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY DLQ L@BOJ NESME]ENNOJ OCENKI NULQ

�0(X) WYPOLNQLOSX TOVDESTWO

Cov�

�
�0(X); S(X; �)

�
� 0; DLQ WSEH � 2 �: (11:1:3)

dOKAZATELXSTWO. nEOBHODIMOSTX. pREDPOLOVIM, ^TO

Cov�

�
�(X); S(X; �)

�
ZAWISIT OT OCENKI �(X) TOLXKO ^EREZ g(�). tOGDA DLQ L@BOJ NESME]<NNOJ

OCENKI NULQ �0(X) SPRAWEDLIWO TOVDESTWO

Cov�

�
�(X) + �0(X); S(X; �)

�
� Cov�

�
�(X); S(X; �)

�
; DLQ WSEH � 2 �

I, SLEDOWATELXNO,

Cov�

�
�0(X); S(X; �)

�
� 0; DLQ WSEH � 2 �:

dOSTATO^NOSTX. pUSTX WYPOLNENO TOVDESTWO (11.1.3) DLQ WSEH NESME]<N-

NYH OCENOK NULQ. pUSTX �1(X) I �2(X) { DWE NESME]<NNYE OCENKI FUNKCII

g(�)

E��1(X) � E��2(X) � g(�); DLQ WSEH � 2 �:

tOGDA OCENKA

�1(X) � �2(X)

QWLQETSQ NESME]<NNOJ OCENKOJ NULQ, I PO\TOMU

Cov�

�
�1(X)� �2(X); S(X; �)

�
� 0; DLQ WSEH � 2 �;
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TAK ^TO

Cov�

�
�1(X); S(X; �)

�
� Cov�

�
�2(X); S(X; �)

�
; DLQ WSEH � 2 �:

pRIMENIM tEOREMU 11.1.1 I NERAWENSTWO (11.1.2) DLQ POLU^ENIQ OCENKI

SNIZU DLQ DISPERSII PROIZWOLXNOJ NESME]<NNOJ OCENKI FUNKCII g(�).

tEOREMA 11.1.2. (nERAWENSTWO hAMMERSLI { ~EPMENA { rOBBINSA) pRED-

POLOVIM, ^TO PLOTNOSTX p�(x) UDOWLETWORQET USLOWI@

p�(x) > 0; DLQ WSEH � 2 � I x 2 X :

tOGDA DLQ L@BOJ NESME]NNOJ OCENKI �(X) FUNKCII g(�) SPRAWEDLIWO NERA-

WENSTWO

D��(X) �

�
g(� +�)� g(�)

�2
E�

�
p�+�(X)

p�(X)
� 1

�2 ; DLQ WSEH �; � +� 2 �: (11:1:4)

zAME^ANIE 11.1.1. zAMETIM, ^TO

E�

 
p�+�(X)

p�(X)
� 1

!2

> 0; DLQ WSEH �; � +� 2 �;

POSKOLXKU W PROTIWNOM SLU^AE ESLI SU]ESTWU@T � 2 � I � +� 2 � TAKIE,

^TO

P�

�
p�(X) = p�+�(X)

�
= 1;

TO

P�

�
p�(X) = p�+�(X)

�
=

Z
fx:p�(x)=p�+�(x)g

p�(x)d�(x) =

=

Z
fx:p�(x)=p�+�(x)g

p�+�(x)d�(x) = P�+�

�
p�(X) = p�+�(X)

�
= 1;

P�(X 2 A) = P�

�
X 2 A; p�(X) = p�+�(X)

�
=

Z
A\fx:p�(x)=p�+�(x)g

p�(x)d�(x) =

=

Z
A\fx:p�(x)=p�+�(x)g

p�+�(x)d�(x) =
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= P�+�

�
X 2 A; p�(X) = p�+�(X)

�
= P�+�(X 2 A); A 2 F

I NARU[AETSQ USLOWIE IDENTIFICIRUEMOSTI (SM. lEKCI@ 6) SEMEJSTWA P.
dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM FUNKCI@

S(x; �) =
p�+�(x)

p�(x)
� 1 (11:1:5)

TOGDA ONA UDOWLETWORQET USLOWIQM tEOREMY 11.1.1, POSKOLXKU

E�S(X; �) � 0; DLQ WSEH � 2 �

I, SLEDOWATELXNO

Cov�

�
�0(X); S(X; �)

�
= E��0(X)S(X; �) =

= E�+��0(X) � E��0(X) � 0; DLQ WSEH �; � +� 2 �:

pRI \TOM

Cov�

�
�(X); S(X; �)

�
= E��(X)S(X; �) = g(� +�)� g(�):

pO\TOMU NERAWENSTWO (11.1.2) PRINIMAET WID

D��(X) �

�
g(� +�)� g(�)

�2
E�

�
p�+�(X)

p�(X)
� 1

�2 :

zAME^ANIQ.

1) zAMETIM, ^TO NERAWENSTWO (11.1.4) IMEET SMYSL, ESLI � 2 � I �+� 2 �

TAKOWY, ^TO

g(�) 6= g(� +�):

2) pOSKOLXKU NERAWENSTWO (11.1.4) WYPOLNENO PRI WSEH � TAKIH, ^TO � +

� 2 �, TO EGO MOVNO ZAPISATX W WIDE

D��(X) � sup
�:�+�2�

�
g(� +�)� g(�)

�2
E�

�
p�+�(X)

p�(X)
� 1

�2 ; DLQ WSEH � 2 �:
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3) uSLOWIE

p�(x) > 0; DLQ WSEH � 2 �; x 2 X
MOVNO NESKOLXKO OSLABITX. oBOZNA^IM

A(�) = fx 2 X : p�(x) > 0g:

tOGDA NERAWENSTWO (11.1.4) WYPOLNENO, ESLI \TO USLOWIE ZAMENITX NA

A(� +�) � A(�):

pRI \TOM SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

D��(X) � sup
�2B(�)

�
g(� +�)� g(�)

�2
E�

�
p�+�(X)

p�(X)
� 1

�2 ;

GDE B(�) = f� : � +� 2 �; A(� +�) � A(�)g; DLQ WSEH � 2 �:

pRI WYPOLNENII NEKOTORYH USLOWIJ REGLQRNOSTI (SM. NIVE uSLOWIE R),

KLASSI^ESKOE INFORMACIONNOE NERAWENSTWO POLU^AETSQ, ESLI W NERAWENSTWE

(11.1.4) USTREMITX � K NUL@. nERAWENSTWO (11.1.4) NE IZMENITSQ ESLI FUNK-

CI@ S(x; �) ZAMENITX NA WYRAVENIE

p�+�(x)� p�(x)

�
� 1

p�(x)
;

KOTOROE STREMITSQ K
@p�(x)

@�
� 1

p�(x)

PRI �! 0, ESLI PLOTNOSTX p�(x) DIFFERENCIRUEMA PO � 2 �, A WYRAVENIE

g(�)� g(� +�)

ZAMENITX NA OTNO[ENIE
g(�)� g(� +�)

�
;

KOTOROE STREMITSQ K g0(�) PRI �! 0, ESLI g(�) DIFFERENCIRUEMAQ PO � 2 �

FUNKCIQ.

tAKIM OBRAZOM, KAVETSQ PRAWDOPODOBNYM, ^TO W KA^ESTWE FUNKCII S(x; �)

W (11.1.5) MOVNO RASSMOTRETX WYRAVENIE

S(x; �) =
@p�(x)

@�
� 1

p�(x)
: (11:1:6)
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pOSKOLXKU DLQ L@BOJ NESME]<NNOJ OCENKI NULQ �0(X) WYPOLNQETSQ TOV-

DESTWO (PRI USLOWII DIFFERENCIRUEMOSTI E��0(X) PO �)

d E��0(X)

d �
� 0; DLQ WSEH � 2 �;

TO FUNKCIQ S(x; �) BUDET UDOWLETWORQTX SOOTNO[ENI@ (11.1.3) PRI USLOWII,

^TO WYRAVENIE

E��0(X) =

Z
�0(x)p�(x)d�(x)

MOVNO DIFFERENCIROWATX PO � 2 � POD ZNAKOM INTEGRALA PRI WSEH �0(X).

~TOBY POLU^ITX OKON^ATELXNU@ NIVN@@ GRANICU DISPERSII, POLOVIM

p0�(x) =
@p�(x)

@�
;

TOGDA

Cov�

�
�(X); S(X; �)

�
=

Z
�(x)p0�(x)d�(x):

eSLI W TOVDESTWE Z
�(x)p�(x)d�(x) � g(�)

DOPUSKAETSQ DIFFERENCIROWANIE PO � 2 � POD ZNAKOM INTEGRALA, TO OTS@DA

SLEDUET, ^TO

Cov�

�
�(X); S(X; �)

�
= g0(�);

I SLEDOWATELXNO SPRAWEDLIWO INFORMACIONNOE NERAWENSTWO (SM. (11.1.2))

D��(X) �

�
g0(�)

�2
D�

�
@ log p�(X)

@�

� ; DLQ WSEH � 2 �: (11:1:7)

pREDPOLOVENIQ, PRI KOTORYH WYPOLNQETSQ \TO NERAWENSTWO, BUDUT PRIWEDE-

NY W BOLEE FORMALXNOM WIDE W tEOREME 11.1.4.

fUNKCIQ S(x; �), OPREDEL<NNAQ RAWENSTWOM (11.1.6), PREDSTAWLQET SOBOJ

OTNOSITELXNU@ SKOROSTX IZMENENIQ PLOTNOSTI p�(x) W TO^KE x 2 X . sREDNEE
ZNA^ENIE KWADRATA \TOJ SKOROSTI OBOZNA^IM ^EREZ I(�).

oPREDELENIE 11.1.1. wELI^INA

IX(�) � I(�) = E�

 
@ log p�(X)

@�

!2

=

Z  
p0�(x)

p�(x)

!2

p�(x)d�(x)
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NAZYWAETSQ INFORMACIEJ PO fI[ERU (FI[EROWSKOJ INFORMACIEJ), KOTO-

RAQ SODERVITSQ W NABL@DENII X O PARAMETRE � 2 �.

sFORMULIRUEM TEPERX USLOWIQ REGULQRNOSTI.

uSLOWIE R.

1) pARAMETRI^ESKOE MNOVESTWO � QWLQETSQ OTKRYTYM MNOVESTWOM IZR1.

2) mNOVESTWO (NOSITELX RASPREDELENIQ P�)

A = fx 2 X : p�(x) > 0g

NE ZAWISIT OT � 2 �.

3) dLQ WSEH x IZ A I WSEH � IZ � FUNKCIQ p�(x) DIFFERENCIRUEMA PO � I

d

d�

Z
p�(x)d�(x) =

Z
A

p0�(x)d�(x) <1:

4) dLQ WSEH x IZ A I WSEH � IZ � FUNKCIQ p�(x) DWAVDY DIFFERENCIRUEMA

PO � I

d

d�

Z
A

p0�(x)d�(x) =
Z
A

p00�(x)d�(x) <1; p00�(x) =
@2p�(x)

@�2
:

5) dLQ WSEH OCENOK �(X), WSEH x IZ A I WSEH � IZ � FUNKCIQ p�(x) DIFFE-

RENCIRUEMA PO � I

d

d�

Z
�(x)p�(x)d�(x) =

Z
A

�(x)p0�(x)d�(x) <1:

6) fUNKCIQ g(�) DIFFERENCIRUEMA PO � 2 �.

nEKOTORYE SWOJSTWA FI[EROWSKOJ INFORMACII I(�), NAPRIMER E< ADDITIW-

NOSTX OTNOSITELXNO NEZAWISIMYH NABL@DENIJ, OPISYWA@TSQ SLEDU@]EJ tE-

OREMOJ.

tEOREMA 11.1.3.

1) eSLI WYPOLNENY uSLOWIQ R(1) { R(3), TO SPRAWEDLIWY RAWENSTWA

E�

 
@ log p�(X)

@�

!
� 0; DLQ WSEH � 2 �;

I(�) = D�

 
@ log p�(X)

@�

!
:
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2) eSLI WYPOLNENY uSLOWIQ R(1), R(2) I R(4), TO SPRAWEDLIWO RAWENST-

WO

I(�) = �E�
 
@2 log p�(X)

@�2

!
:

3) pUSTX X I Z NEZAWISIMYE NABL@DENIQ, IME@]IE PLOTNOSTI p�(x)

I q�(x) OTNOSITELXNO MER �(x) I �(x). pUSTX IX(�), IZ(�) I IX;Z(�)

SOOTWETSTWENNO INFORMACII O �, SODERVA]IESQ SOOTWETSTWENNO W

X, Z I (X;Z). tOGDA ESLI PLOTNOSTI p�(x) I q�(x) UDOWLETWORQ@T

uSLOWIQM R(1) { R(3), TO SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE

IX;Z(�) = IX(�) + IZ(�):

eSLI X = (X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RASPREDELENNYE NA-

BL@DENIQ, DLQ PLOTNOSTEJ KOTORYH WYPOLNENY uSLOWIQ R(1) { R(3),

TO

IX(�) = nIX1(�):

dOKAZATELXSTWO.

1) dOKAZYWAEMOE UTWERVDENIE SLEDUET IZ uSLOWIJ R(1) { R(3), TOVDESTWAZ
p�(x)d�(x) � 1

I oPREDELENIQ 11.1.1 FI[EROWSKOJ INFORMACII I(X).

2) tREBUEMYJ REZULXTAT SLEDUET IZ TOVDESTWA

@2 log p�(x)

@�2
� 1

p�(x)
� @

2p�(x)

@�2
�
 
@ log p�(x)

@�

!2

POSLE WZQTIQ MATEMATI^ESKOGO OVIDANIQ E� OT OBEIH ^ASTEJ.

3) pO OPREDELENI@

IX;Z(�) = E�

 
@ log p�(X)

@�
+
@ log q�(Z)

@�

!2

;

PO\TOMU TREBUEMYJ REZULXTAT SLEDUET IZ SOOTNO[ENIQ

E�

 
@ log p�(X)

@�
� @ log q�(Z)

@�

!
= E�

@ log p�(X)

@�
� E�

@ log q�(Z)

@�
� 0:
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wERN<MSQ TEPERX K NERAWENSTWU (11.1.7). w SILU PERWOGO UTWERVDENIQ

tEOREMY 11.1.3 ZNAMENATELX W PRAWOJ ^ASTI \TOGO NERAWENSTA MOVNO ZAME-

NITX NA FI[EROWSKU@ IGFORMACI@ I(�). w REZULXTATE POLU^AETSQ SLEDU@-

]AQ WERSIQ INFORMACIONNOGO NERAWENSTWA.

tEOREMA 11.1.4. (nERAWENSTWO kRAM�ERA { rAO) pUSTX WYPOLNENY uSLO-

WIQ R(1) { R(3), R(5) I I(�) > 0. pUSTX �(X) { L@BAQ OCENKA, DLQ KOTOROJ

WYPOLNENO uSLOWIE R(4). tOGDA

D��(X) �
 
@E��(X)

@�

!2

� 1

I(�)

sLEDSTWIQ.

1) eSLI �(X) ESTX OCENKA FUNKCII g(�) I

E��(�) = g(�) + b(�);

GDE b(�) ESTX SME]ENIE OCENKI �(X), TO PRI WYPOLNENII USLOWIJ

tEOREMY 11.1.4, uSLOWIQ R(6) I DIFFERENCIRUEMOSTI SME]ENIQ b(�)

SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

D��(X) �

�
g0(�) + b0(�)

�2
I(�)

; E�(�(X)�g(�))2 � b2(�)+

�
g0(�) + b0(�)

�2
I(�)

:

2) eSLI � = �(X), GDE X = (X1; � � � ;Xn) I NABL@DENIQ (X1; � � � ; Xn) NE-

ZAWISIMY I ODINAKOWO RASPREDELENY, TOGDA, ESLI DLQ OTDELXNOGO NA-

BL@DENIQ Xi WYPOLNENY USLOWIQ REGULQRNOSTI IZ PREDYDU]EGO sLED-

STWIQ, TO

D��(X) �

�
g0(�) + b0(�)

�2
nIX1(�)

:

dOKAZATELXSTWO.|TOT REZULXTAT NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ NERAWEN-

STWA (11.1.7) I PERWOGO UTWERVDENIQ tEOREMY 11.1.3. oDNAKO MY DADIM EGO

POLNOE DOKAZATELXSTWO (ONO FAKTI^ESKI POWTORQET DOKAZATELXSTWO tEOREMY

9.2.1), POSKOLXKU IZ NEGO MOVNO POLU^ITX USLOWIQ, PRI KOTORYH INFORMACI-

ONNOE NERAWENSTWO OBRA]AETSQ W RAWENSTWO. dIFFERENCIRUQ TOVDESTWA PO

� Z
p�(x)d�(x) � 1;

Z
�(x)p�(x)d�(x) � g(�) + b(�);
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S ISPOLXZOWANIEM uSLOWIJ R(1) { R(3), R(5), POLU^IM

0 �
Z
A

p0�(x)d�(x) = E�
@ log p�(X)

@�
; DLQ WSEH � 2 �;

g0(�) + b0(�) �
Z
A

�(x)p0�(x)d�(x) = E��(X)
@ log p�(X)

@�
; DLQ WSEH � 2 �:

pO\TOMU

g0(�) + b0(�) = E�

�
�(X) � g(�)� b(�)

�@ log p�(X)

@�
:

tAKIM OBRAZOM, ISPOLXZUQ NERAWENSTWO kO[I { bUNQKOWSKOGO, MOVNO ZAPI-

SATX

�
g0(�) + b0(�)

�2
� D��(X)E�

 
@ log p�(X)

@�

!2

= D��(X)IX (�):

zADA^A 11.1.1. pUSTX NABL@DENIQ X = (X1; � � � ;Xn) NEZAWISIMY I ODI-

NAKOWO RASPREDELENY S OB]EJ PLOTNOSTX@ p�(x), KOTORAQ POLOVITELXNA PRI

WSEH x 2 X I WSEH � 2 �. tOGDA DISPERSIQ L@BOJ NESME]<NNOJ OCENKI �(X)

PARAMETRA � UDOWLETWORQET NERAWENSTWU

D�0�(X) � (� � �0)
2�R p2

�
(x)

p�
0
(x)
d�(x)

�n
� 1

; PRI WSEH � 2 �; � 6= �0:

11.2 |ffektiwnye ocenki

rASSMOTRIM TEPERX WOPROS O TOM, KOGDA W NERAWENSTWE kRAM�ERA { rAO DO-

STIGAETSQ RAWENSTWO.

oPREDELENIE 11.2.1. nESME]ENNAQ OCENKA ��(X) DIFFERENCIRUEMOJ FUNK-

CII g(�) NAZYWAETSQ \FFEKTIWNOJ, ESLI DLQ EE DISPERSII SPRAWEDLIWO TOV-

DESTWO

D�
��(X) �

�
g0(�)

�2
I(�)

; PRI WSEH � 2 �:

pUSTX WYPOLNENY USLOWIQ REGULQRNOSTI IZ tEOREMY 11.1.4, TOGDA IZ \TOJ

tEOREMY SLEDUET, ^TO ESLI SU]ESTWUET \FFEKTIWNAQ OCENKA, TO ONA QWLQET-

SQ OPTIMALXNOJ I ZNA^IT tEOREMA 9.2.2 POKAZYWAET, ^TO ONA EDINSTWENNA.

pROSTOJ KRITERIJ \FFEKTIWNOSTI DA<TSQ SLEDU@]EJ tEOREMOJ.
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tEOREMA 11.2.1. pUSTX WYPOLNENY USLOWIQ REGULQRNOSTI IZ tEOREMY

11.1.4, TOGDA DLQ TOGO, ^TOBY NESME]ENNAQ OCENKA ��(X) FUNKCII g(�) BYLA

\FFEKTIWNOJ NEOBHODIMO I DOSTATO^NO, ^TOBY WYPOLNQLOSX SLEDU@]EE

PREDSTAWLENIE

@ log p�(x)

@�
� A(�)

�
��(x)� g(�)

�
; DLQ WSEH � 2 �;

GDE A(�) { NEKOTORAQ FUNKCIQ �. pRI \TOM

D�
��(X) =

����g0(�)A(�)

���� :
dOKAZATELXSTWO. iZ DOKAZATELXSTWA tEOREMY 11.1.4 SLEDUET, ^TO W IN-

FORMACIONNOM NERAWENSTWE DOSTIGAETSQ RAWENSTWO TOGDA I TOLXKO TOGDA,

KOGDA DOSTIGAETSQ RAWENSTWO W NERAWENSTWE kO[I { bUNQKOWSKOGO

E�

�
�(X) � g(�)

�@ log p�(X)

@�
� D��(X)E�

 
@ log p�(X)

@�

!2

:

hORO[O IZWESTNO, ^TO \TO RAWENSTWO DOSTIGAETSQ W SLU^AE LINEJNOJ ZAWISI-

MOSTI FUNKCIJ

@ log p�(x)

@�
I ��(x)� g(�):

dALEE DLQ \FFEKTIWNOJ OCENKI ��(X) IMEEM

D�
��(X) =

�
g0(�)

�2
E�

�
@ log p�(X)

@�

�2 =

�
g0(�)

�2
A2(�)E�

�
��(X)� g(�)

�2 =

�
g0(�)

�2
A2(�)D���(X)

:

pRIMER 11.2.1. pUSTX X = (X1; � � � ; Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RAS-

PREDEL<NNYE PUASSONOWSKIE NABL@DENIQ

Xi � P(�); � > 0; i = 1; � � � ; n:

tOGDA USLOWIQ REGULQRNOSTI tEOREMY 11.2.1 WYPOLNENY I

p�(x) = P�(X1 = x1; � � � ;Xn = xn) = e�n�
�x1+���+xn

x1! � � � xn!
; x = (x1; � � � ; xn);
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PO\TOMU

@ log p�(X)

@�
� �n+

nP
i=1

Xi

�
� n

�

�
X � �

�
; DLQ WSEH � > 0;

I ZNA^IT A(�) = n=� I \FFEKTIWNAQ OCENKA DLQ PARAMETRA � IMEET WID

��(X) = X =
1

n

nX
i=1

Xi:

11.3 spisok literatury

1) |. lEMAN, tEORIQ tO^E^NOGO oCENIWANIQ,

mOSKWA, nAUKA, 1991, gLAWA 1, < 6.

2) g.i. iW^ENKO, `.i. mEDWEDEW, mATEMATI^ESKAQ sTATISTIKA,

mOSKWA, wYS[AQ {KOLA, 1992, gLAWA 2, < 2.2.

3) l.n. bOLX[EW, uTO^NENIE NERAWENSTWA kRAM�ERA { rAO,

tEORIQ WEROQTNOSTEJ I E< PRIMENENIQ, 1961, T. 6, N. 3, STR. 319 { 326.

4) {. zAKS, tEORIQ sTATISTI^ESKIH wYWODOW,

mOSKWA, mIR, 1975, gLAWA 4, < 4.1.

5) |. pITMEN, oSNOWY tEORII sTATISTI^ESKIH wYWODOW,

mOSKWA, mIR, 1986, gLAWA 5.
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w lEKCII RASSMATRIWA@TSQ NEKOTORYE METODY POSTROENIQ OCENOK, PRI-

WODQ]IE K RAZUMNYM REZULXTATAM. rASSMOTRENY ASIMPTOTI^ESKIE SWOJ-

STWA POLU^AEMYH OCENOK.

12.1 sostoqtelxnye ocenki

rASSMOTRIM DOMINIRUEMU@ STATISTI^ESKU@ STRUKTURU (Xn; Fn; fPn�; � 2
�g), ZAWISQ]U@ OT PARAMETRA n 2 N, KOTORYJ MOVET INTERPRETIROWATX-

SQ KAK RAZMER WYBORKI (NAPRIMER, ESLI NABL@DENIE Xn, IMEET WID Xn =

(X1; � � � ;Xn), GDE Xi { NEZAWISIMYE NABL@DENIQ I ISHODNAQ STATISTI^ESKAQ

STRUKTURA QWLQETSQ PRQMYM PROIZWEDENIEM n STRUKTUR). dO SIH POR MY

S^ITALI RAZMER WYBORKI n FIKSIROWANNYM. pREDPOLOVIM TEPERX, ^TO PA-

RAMETR n "BOLX[OJ", TO ESTX PUSTX n! 1. bUDEM OBOZNA^ATX NABL@DENIQ

I OCENKI PARAMETRI^ESKOJ FUNKCII g(�) SOOTWETSTWENNO ^EREZ Xn 2 Xn I
�n = �n(Xn) I RASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTI STATISTI^ESKIH STRUKTUR

(Xn; Fn; fPn�; � 2 �g) I OCENOK �n = �n(Xn).

pREDPOLOVIM, ^TO Xn = (X1; � � � ; Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RASPRE-

DEL<NNYE NABL@DENIQ, IME@]IE ODINAKOWOE RASPREDELENIE P�; � 2 �, I ^TO

MY HOTIM OCENITX FUNKCI@ g(�). s ROSTOM n INFORMACII O � 2 � STA-

NOWITSQ WS< BOLX[E I BLX[E, I HOTELOSX BY OVIDATX, ^TO PRI DOSTATO^NO

BOLX[IH ZNA^ENIQH n MOVNO BYLO BY OCENITX g(�) DOSTATO^NO TO^NO. eS-

LI �n(Xn) { NEKOTORAQ RAZUMNAQ OCENKA FUNKCII g(�), TO, KONE^NO, NELXZQ

OVIDATX, ^TO E< ZNA^ENIQ BLIZKI K g(�) DLQ WSEH KONKRETNYH ZNA^ENIJ NA-

BL@DENIJ X1 = x1; � � � ; Xn = xn. nO MOVNO NADEQTXSQ, ^TO �n(Xn) BUDET

BLIZKA K g(�) S BOLX[OJ WEROQTNOSTX@.

|TA IDEQ FORMALIZUETSQ W SLEDU@]EM oPREDELENII, PRI \TOM NABL@DE-

NIQ Xn NE OBQZANY IMETX WID Xn = (X1; � � � ;Xn).

125
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oPREDELENIE 12.1.1. pOSLEDOWATELXNOSTX OCENOK �n = �n(Xn) FUNK-

CII g(�) NAZYWAETSQ SOSTOQTELXNOJ, ESLI DLQ L@BOGO " > 0 SPRAWEDLIWO

SOOTNO[ENIE

Pn�

�
j�n(Xn)� g(�)j � "

�
! 0; n!1; DLQ WSEH � 2 �:

sIMWOLI^ESKI \TO OBOZNA^AETSQ KAK

�n(Xn)
Pn��! g(�); n!1; DLQ WSEH � 2 �:

pRIMER 12.1.1. pUSTX Xn = (X1; � � � ;Xn), GDE Xi; i = 1; � � � ; n { NEZAWI-

SIMYE ODINAKOWO RASPREDEL<NNYE NABL@DENIQ

Xi � N (�; 1); i = 1; � � � ; n:

tOGDA W SILU zAKONA bOLX[IH ~ISEL

X =
1

n

nX
i=1

Xi
Pn��! �; n!1; DLQ WSEH � 2 R1:

eSLI VE

Xi � N (0; �2); i = 1; � � � ; n;
TO ANALOGI^NO

S2 =
1

n� 1

nX
i=1

(Xi �X)
2
=

=
n

n� 1

"
1

n

nX
i=1

X2
i �X

2

#
Pn��! �2; n!1; DLQ WSEH �2 � 0:

sLEDU@]AQ tEOREMA ^ASTO QWLQETSQ POLEZNOJ PRI DOKAZATELXSTWE SOSTOQ-

TELXNOSTI.

tEOREMA 12.1.1.

1) pUSTX �n(Xn) { POSLEDOWATELXNOSTX OCENOK PARAMETRI^ESKOJ FUNK-

CII g(�) S FUNKCIEJ RISKA

Rn(�; �n) = c(�)En�(�n(Xn)� g(�))2; c(�) > 0:

tOGDA, ESLI

Rn(�; �n)! 0; DLQ WSEH � 2 �;

TO �n(Xn) { SOSTOQTELXNAQ OCENKA FUNKCII g(�).
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2) pUSTX

En��n(Xn) = g(�) + bn(�); Dn��n(Xn) = �n(�):

tOGDA, ESLI

bn(�)! 0; I �n(�)! 0; DLQ WSEH � 2 �;

TO �n(Xn) { SOSTOQTELXNAQ OCENKA g(�).

3) w ^ASTNOSTI, �n(Xn) SOSTOQTELXNA, ESLI ONA NESME]ENNAQ PRI KAV-

DOM n I

Dn��n(Xn)! 0; n!1; DLQ WSEH � 2 �:

dOKAZATELXSTWO.

1) dOKAZATELXSTWO SLEDUET IZ NERAWENSTWA ~EBY[EWA

"2Pn�
�
j�n(Xn)�g(�)j � "

�
� En�(�n(Xn)�g(�))2 ! 0; n!1; DLQ WSEH � 2 �:

2) dOKAZATELXSTWO TAKVE SLEDUET IZ NERAWENSTWA ~EBY[EWA

Pn�

�
j�n(Xn)�g(�)j � "

�
= Pn�

�
j�n(Xn)�En��n(Xn)+En��n(Xn)�g(�)j � "

�
�

� Pn�

�
j�n(Xn)�En��n(Xn)j+jbn(�)j � "

�
= Pn�

�
j�n(Xn)�En��n(Xn)j > "�jbn(�)j

�
�

� Dn��n(Xn)

("� jbn(�)j)2
=

�n(�)

("� jbn(�)j)2
! 0; n!1; DLQ WSEH � 2 �:

pRIMER 12.1.2. pUSTX Xn = (X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RAW-

NOMERNO RASPREDEL<NNYE NABL@DENIQ

Xi � R(0; �); i = 1; � � � ; n:

tOGDA

En�X(n) =
n�

n+ 1
; Dn�X(n) =

n�2

(n+ 1)2(n+ 2)
; X(n) = max

1� i� n
Xi:

i ZNA^IT OCENKA

�n(Xn) =
n+ 1

n
X(n)
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QWLQETSQ SOSTOQTELXNOJ DLQ PARAMETRA � > 0.

tEOREMA 12.1.2. pUSTX �n(Xn) SOSTOQTELXNAQ OCENKA FUNKCII g(�) I

FUNKCIQ h(t) NEPRERYWNA W TO^KE g(�) DLQ KAVDOGO � 2 �, TOGDA OCENKA

h(�n(Xn)) QWLQETSQ SOSTOQTELXNOJ DLQ FUNKCII h(g(�)).

dOKAZATELXSTWO. fIKSIRUEM � I OBOZNA^IM a = g(�). iZ NEPRERYW-

NOSTI FUNKCII h(t) W TO^KE a SLEDUET, ^TO DLQ L@BOGO " > 0 SU]ESTWUET


 = 
(") > 0 TAKOE, ^TO ESLI jt� aj < 
, TO

jh(t)� h(a)j < ":

oTS@DA SLEDUET, ^TO

Pn�

�
jh(�n(Xn))� h(g(�))j < "

�
� Pn�

�
j�n(Xn)� g(�)j < 


�
=

= 1� Pn�

�
j�n(Xn)� g(�)j � 


�
;

PO\TOMU

Pn�

�
jh(�n(Xn))� h(g(�))j � "

�
�

� Pn�

�
j�n(Xn)� g(�)j � 


�
! 0; n!1; DLQ WSEH � 2 �:

pRIMER 12.1.3. pUSTX Xn = (X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RAW-

NOMERNO RASPREDEL<NNYE NABL@DENIQ

Xi � R(0; �); i = 1; � � � ; n:

tOGDA IZ \TOJ tEOREMY I pRIMERA 12.1.2 SLEDUET, ^TO OCENKA

�n(Xn) = arctan
�
X(n)(n+ 1)=n

�

QWLQETSQ SOSTOQTELXNOJ OCENKOJ FUNKCII g(�) = arctan �.

12.2 metod momentow

pUSTX Xn = (X1; � � � ; Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RASPREDEL<NNYE NABL@-

DENIQ, PRI^<M SU]ESTWU@T MOMENTY WIDA

E�X
j
1 = �j(�); j = 1, � � � ; r; DLQ WSEH � 2 �;
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ZAWISQ]IE OT PARAMETRA � = (�1; � � � ; �r) 2 � � Rr.oPREDELIM \MPIRI^ESKIE

MOMENTY (SM. lEKCI@ 6) PO FORMULE

�jn =
1

n

nX
i=1

X
j
i ; j = 1; � � � ; r:

pREDPOLOVIM, ^TO OCENIWAEMAQ FUNKCIQ g(�) PREDSTAWIMA W WIDE NEPRERYW-

NOJ FUNKCII OT

�1(�), � � � ,�r(�),
TO ESTX

g(�) = h(�1(�); � � � ; �r(�)):
tOGDA OCENKOJ g(�) PO METODU MOMENTOW NAZYWAETSQ OCENKA WIDA

�n(Xn) = h(�1n; � � � ; �rn):

nEPRERYWNOSTX FUNKCII h I MNOGOMERNYJ WARIANT tEOREMY 12.1.2 OBESPE-

^IWA@T SOSTOQTELXNOSTX OCENKI �n(Xn), POSKOLXKU W SILU zAKONA bOLX[IH

~ISEL (SM. lEKCI@ 4, P.6)

�jn
Pn��! �j(�); j = 1; � � � ; r; DLQ WSEH � 2 �

I PO\TOMU

�n(Xn)
Pn��! h(�1(�); � � � ; �r(�)) = g(�) DLQ WSEH � 2 �:

eSLI � � Rr I g(�) = �, TO OCENKA PO METODU MOMENTOW NAHODITSQ KAK

RE[ENIE SISTEMY URAWNENIJ

�j(�) = �jn; j = 1; � � � ; r;

PRINADLEVA]EE �. eSLI \TA SISTEMA DOPUSKAE ODNOZNA^NOE I NEPRERYWNOE

RE[ENIE

� = H(�1n; � � � ; �rn);

TO W KA^ESTWE OCENKI BER<M OCENKU WIDA

�n(Xn) = H(�1n; � � � ; �rn):

pOSKOLXKU

� � H(�1(�); � � � ; �r(�));
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TO OPQTX W SILU NEPRERYWNOSTI FUNKCII H, IMEEM

�n(Xn) = H(�1n; � � � ; �rn)
Pn��! H(�1(�); � � � ; �r(�)) = �; DLQ WSEH � 2 �:

tAKIM OBRAZOM �n(Xn) { SOSTOQTELXNAQ OCENKA.

pRIMER 12.2.1. pUSTX Xn = (X1; � � � ; Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RAS-

PREDEL<NNYE NABL@DENIQ, IME@]IE PLOTNOSTX

p�(x) = �e��x; x > 0; � > 0:

nAJD<M OCENKU PO METODU MOMENTOW DLQ �, ISPOLXZUQ TOLXKO WTOROJ MOMENT.

�2(�) =

1Z
0

�e��xx2dx = �
1Z
0

x2de��x = 2

1Z
0

xe��xdx =
2

�2
:

pO\TOMU IMEEM URAWNENIE

2

�2
= �2n =

1

n

nX
i=1

X2
i

I ZNA^IT OCENKA PO METODU MOMENTOW IMEET WID

�n(Xn) =
1s

1
2n

nP
i=1

X2
i

Pn��! �; DLQ WSEH � > 0:

12.3 metod maksimalxnogo

prawdopodobiq

rASSMOTRIM E]< ODIN METOD POSTROENIQ OCENOK, PRIWODQ]IJ K RAZUMNYM

REZULXTATAM. pOSKOLXKU MY RASSMATRIWAEM TOLXKO DOMINIRUEMYE STATIS-

TI^ESKIE STRUKTURY (Xn; Fn; fPn�; � 2 �g), TO OBOZNA^IM ^EREZ pn�(x); x 2
Xn; � 2 � { PLOTNOSTX OTNOSITELXNO DOMINIRU@]EJ MERY �n.

oPREDELENIE 12.3.1 oCENKA �̂n = �̂n(Xn) NAZYWAAETSQ OCENKOJ MAKSI-

MALXNOGO PRAWDOPODOBIQ, ESLI

Ln(�̂n; xn) = sup
�2�

Ln(�; xn);

GDE ^EREZ

Ln(�; xn) = pn�(xn)
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OBOZNA^ENA FUNKCIQ PRAWDOPODOBIQ.

rASSMOTRIM TEPERX NEKOTORYE SWOJSTWA OCENOK MAKSIMALXNOGO PRAWDO-

PODOBIQ, PRI^<M BUDEM S^ITATX n, SNA^ALA, FIKSIROWANNYM I PO\TOMU BUDEM

OPUSKATX INDEKS n W OBOZNA^ENIQH.

zAMETIM, ^TO OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ MOVET NE SU]ESTWO-

WATX, MOVET OPREDELQTXSQ NEODNOZNA^NO ILI MOVET NE BYTX OPTIMALXNOJ.

oDNAKO POKAVEM NA \WRISTI^ESKOM UROWNE, ^TO TIPI^NYM OBRAZOM METOD

MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ PRIWODIT K RAZUMNYM REZULXTATAM.

pUSTX NABL@DENIE IMEET DISKRETNOE RASPREDELENIE I

L(�; x) = P�(X = x); x 2 X ; � 2 �:

pREDPOLOVIM, ^TO MY NABL@DAEM KONKRETNOE ZNA^ENIE X = x, TOGDA PO-

SKOLXKU OBY^NO PROISHODQT SOBYTIQ, IME@]IE NAIBOLX[U@ WEROQTNOSTX,

TO \TOMU ZNA^ENI@ x SOOTWETSTWUET � MAKSIMIZIRU@]EE FUNKCI@ PRAWDO-

PODOBIQ L(�; x) PRI FIKSIROWANNOM x 2 X .
sPRAWEDLIWY SLEDU@]IE SWOJSTWA OCENOK MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODO-

BIQ.

1) w REGULQRNOM SLU^AE OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ UDOWLETWO-

RQET URAWNENI@
@L(�; x)

@�

����
�=�̂(x)

= 0:

2) eSLI W REGULQRNOM SLU^AE SU]ESTWUET \FFEKTIWNAQ OCENKA ��(X) PA-

RAMETRA �, TO
��(X) = �̂(X);

POSKOLXKU (SM. tEOREMU 11.2.1) W \TOM SLU^AE

@ logL(�; x)
@�

= A(�)(��(x)� �) = 0

I ZNA^IT
��(X) = �̂(X):

3) eSLI SU]ESTUET DOSTATO^NAQ STATISTIKA T = T (X) I SU]ESTWUET OCEN-

KA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ �̂(X), TO ONA ZAWISIT OT X TOLXKO

^EREZ DOSTATO^NU@ STATISTIKU T (X)

�̂(X) = �(T (X));
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POSKOLXKU PO KRITERI@ FAKTORIZACII (tEOREMA 7.1.3)

L(�; x) = h(x)g�(T (x))

I MAKSIMIZACIQ L(�; x) PO � SWODITSQ K MAKSIMIZACII g�(T (x)).

tEOREMA 12.3.1. (pRINCIP INWARIANTNOSTI OCENOK MAKSIMALXNOGO PRAW-

DOPODOBIQ) pUSTX OCENIWAEMAQ FUNKCIQ g(�) IZMERIMA I

g : � �! �:

tOGDA, ESLI �̂(X) { OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ DLQ PARAMETRA �,

TO g(�̂(X)) { OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ DLQ g(�).

dOKAZATELXSTWO. oBY^NO S^ITA@T, ^TO g(�) { WZAIMNOODNOZNA^NAQ

FUNKCIQ. zDESX MY \TOGO NE PREDPOLAGAEM. dLQ KAVDOGO g 2 � OPREDELIM

MNOVESTWA

Z(g) = f� 2 � : g(�) = gg = g�1(g):

tOGDA OCENKOJ MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ DLQ FUNKCII g(�) NAZYWAETSQ

OCENKA ĝ(x) TAKAQ, ^TO

sup
�

L(�; x) = sup
g2�

sup
�2Z(g)

L(�; x) = sup
�2Z(ĝ(x))

L(�; x):

pUSTX

M(g; x) = sup
�2Z(g)

L(�; x); g 2 �

I �̂(x) { OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ DLQ �.

tOGDA SU]ESTWUET \LEMENT ~g(x) 2 � TAKOJ, ^TO

�̂(x) 2 Z(~g(x));

PO\TOMU

L(�̂(x); x)) � sup
�2Z(~g(x))

L(�; x) =M(~g(x); x) �

� sup
g2�

M(g; x) = sup
g2�

sup
�2Z(g)

L(�; x) = sup
�

L(�; x) = L(�̂(x); x):

oTS@DA SLEDUET, ^TO

M(~g(x); x) = sup
g2�

M(g; x)

I ZNA^IT ~g(x) { OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ DLQ g(�), TO ESTX

~g(x) = ĝ(x) I

�̂(x) 2 Z(~g(x)) = Z(ĝ(x));
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PO\TOMU

ĝ(x) = g(�̂(x)):

pRIMER 12.3.1. pUSTX Xn = (X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE NORMALXNO RAS-

PREDEL<NNYE NABL@DENIQ

Xi � N (�; 1); i = 1; � � � ; n; � 2 R1:

tOGDA, POSKOLXKU, OCENKA WIDA

X =
1

n

nX
i=1

Xi

QWLQETSQ OCENKOJ MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ DLQ PARAMETRA �, TO OCEN-

KOJ MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ DLQ FUNKCII

g(�) = �(x� �) = P�(X1 < x) (x FIKSIROWANO)

BUDET �(x�X).
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w lEKCII DOKAZYWAETSQ SOSTOQTELXNOSTX I ASIMPTOTI^ESKAQ NORMALX-

NOSTX OCENOK MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ.

13.1 asimptoti~eskie swojstwa

ocenokmaksimalxnogoprawdopo-

dobiq

pUSTX TEPERX NABL@DENIQ IME@T WID Xn = (X1; � � � ;Xn); n 2 N, GDE Xi {

NEZAWISIMY I ODINAKOWO RASPREDELENY S OB]EJ PLOTNOSTX@ p�(x); � 2 �.

dOKAVEM, SOSTOQTELXNOSTX OCENOK MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ �̂n(Xn).

tEOREMA 13.1.1. (sOSTOQTELXNOSTX OCENOK MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODO-

BIQ) pUSTX � � Rk
{ OTKRYTOE OGRANI^ENNOE MNOVESTWO I �0 2 �. pUSTX

WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ REGULQRNOSTI

1) mNOVESTWO

fx 2 X : p�(x) > 0g

NE ZAWISIT OT � 2 �.

2) dLQ L@BOGO � 2 �; � 6= �0 SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

Z
jp�(x)� p�0(x)jd�(x) > 0:

3) dLQ L@BOGO x 2 X PLOTNOSTX p�(x) NEPRERYWNA PO � 2 �, GDE � {

ZAMYKANIE MNOVESTWA �.

135
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4) dLQ L@BOGO � 2 �

E�0 jl�(X1)j =
Z
jl�(x)jp�0(x)d�(x) <1;

GDE

l�(x) = log p�(x):

5) dLQ L@BOGO � 2 � SU]ESTWUET OKRESTNOSTX U� � �; � 2 U� TAKAQ,

^TO

E�0 j sup
�12U�

l�1(X1)j <1:

oPREDELIM OCENKU MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ �̂n(Xn) KAK

nX
i=1

log p
�̂n(Xn)

(Xi) = sup
�2�

nX
i=1

log p�(Xi):

tOGDA OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ �̂n(Xn) SOSTOQTELXNA, TO ESTX

DLQ L@BOGO " > 0

Pn�0

�
k�̂n(Xn)� �0k � "

�
! 0; n!1:

dOKAZATELXSTWO. dOKAVEM SNA^ALA WSPOMOGATELXNU@ lEMMU.

lEMMA 13.1.1. iZ uSLOWIJ 1 I 2 SLEDUET ^TO

E�0 l�0(X1) > E�0 l�(X1); DLQ L@BOGO � 2 �; � 6= �0:

I

Pn�0

� nY
i=1

p�0(Xi) >
nY
i=1

p�(Xi)
�
! 1; n!1; DLQ L@BOGO � 2 �; � 6= �0:

dOKAZATELXSTWO lEMMY. pERWOE UTWERVDENIE lEMMY \KWIWALENTNO

NERAWENSTWU

E�0 log
p�(X1)

p�0(X1)
< 0:

pOSKOLXKU LOGARIFMI^ESKAQ FUNKCIQ WYPUKLA WWERH, TO IZ NERAWENSTWA

jENSENA (SM. (8.2.4)) SLEDUET, ^TO

E�0 log
p�(X1

p�0(X1)
� logE�0

p�(X1)

p�0(X1)
= log 1 = 0:
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pRI^<M IZ uSLOWIQ 2 WYTEKAET, ^TO RAWENSTWO ZDESX WOZMOVNO TOLXKO PRI

� = �0. zAMETIM, ^TO lEMMU MOVNO DOKAZATX BEZ ISPOLXZOWANIQ NERAWENSTWA

jENSENA. dLQ \TOGO ISPOLXZUEM NERAWENSTWO

log(1 + x) � x; x � �1

PRI^<M RAWENSTWO ZDESX WOZMOVNO TOLXKO PRI x = 0. iMEEM

E�0 log
p�(X1)

p�0(X1)
=

Z
log

p�(x)

p�0(x)
p�0(x)d�(x) �

Z  
p�(x)

p�0(x)
� 1

!
p�0(x)d�(x) = 0:

pRI^<M, ESLI ZDESX RAWENSTWO, TO

1 = P�0

 
log

p�(X1)

p�0(X1)
=

p�(X1)

p�0(X1)
� 1

!
= P�0

 
p�(X1)

p�0(X1)
= 1

!
:

i \TO SOOTNO[ENIE PROTIWORE^IT uSLOWI@ 2. wTOROE UTWERVDENIE lEMMY

SLEDUET IZ SOOTNO[ENIQ

Pn�0

 
nY
i=1

p�0(Xi) �
nY
i=1

p�(Xi)

!
= Pn�0

 
1

n

nX
i=1

log
p�0(Xi)

p�(Xi)
� 0

!
=

= Pn�0

 
1

n

nX
i=1

�
log

p�0(Xi)

p�(Xi)
� E�0 log

p�0(X1)

p�(X1)

�
� �E�0 log

p�0(X1)

p�(X1)

!
! 0;

DLQ L@BOGO � 2 �; � 6= �0;

KOTOROE SLEDUET IZ zAKONA bOLX[IH ~ISEL I DOKAZANNOGO NERAWENSTWA

E�0 log
p�0(X1)

p�(X1)
> 0:

zAMETIM, ^TO OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ �̂n(Xn) DEJSTWITELX-

NO SU]ESTWUET, POSKOLXKU PO USLOWI@ � { KOMPAKT I PLOTNOSTX p�(x) NEPRE-

RYWNA PO � NA � PRI L@BOM FIKSIROWANNOM x 2 X . oBOZNA^IM

U�;k = f�1 2 �: k�1 � �k < 1=kg; k = 1; 2; � � � ; g�;k(x) = sup
�12U�;k

l�1(x):

iZ uSLOWIQ 5 SLEDUET, ^TO DLQ L@BOGO � 2 � SU]ESTWUET k0(�) TAKOE, DLQ

L@BOGO k > k0(�) SPRAWEDLIWO WKL@^ENIE

U�;k � U�; E�0g�;k(X1) <1:
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w SILU NEPRERYWNOSTI PLOTNOSTI p�(x) PO � 2 � (uSLOWIE 3) DLQ L@BOGO

x 2 X
g�;k(x) # l�(x); k !1:

tEPERX IZ tEOREMY O MONOTONNOJ SHODIMOSTI (SM. lEKCIQ 2, P. 8) SLEDUET

SHODIMOSTX

E�0g�;k(X1) # E�0 l�(X1); k !1: (13:1:1)

w SILU DOKAZANNOJ lEMMY 13.1.1

E�0 l�0(X1) > E�0 l�(X1); � 6= �0;

PO\TOMU IZ (13.1.1) SLEDUET, ^TO DLQ L@BOGO � 6= �0 SU]ESTWUET NATURALXNOE

k(�) TAKOE, ^TO

E�0 l�0(X1) > E�0g�;k(�)(X1): (13:1:2)

oBOZNA^IM

C = f� 2 � : k� � �0k � "g;

TOGDA MNOVESTWO C OGRANI^ENNO I ZAMKNUTO I PO\TOMU QWLQETSQ KOMPAK-

TOM. oKRESTNOSTI WIDA U�;k(�) OBRAZU@T OTKRYTOE POKRYTIE MNOVESTWA C,

PO\TOMU SU]ESTWUET KONE^NOE PODPOKRYTIE WIDA

U�j ;k(�j); j = 1; � � � ;m; C �
m[
j=1

U�j ;k(�j):

oBOZNA^IM

Uj = U�j ;k(�j); gj(x) = g�j ;k(�j)(x):

tOGDA IZ NERAWENSTWA (13.1.2) NEPOSREDSTWENNO SLEDUET, ^TO SPRAWEDLIWY

NERAWENSTWA

E�0 l�0(X1) > E�0gj(X1); j = 1; � � � ;m: (13:1:3)

dALEE IMEEM

fXn : k�̂n(Xn)� �0k � "g = fXn : �̂n(Xn) 2 Cg �
m[
j=1

fXn : �̂n(Xn) 2 Ujg

I IZ \TOGO SOOTNO[ENIQ SLEDUET NERAWENSTWO

Pn�0(k�̂n(Xn)� �0k � ") �
mX
j=1

Pn�0(�̂n(Xn) 2 Uj):
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tEPERX DLQ DOKAZATELXSTWA tEOREMY DOSTATO^NO DOKAZATX, ^TO KAVDOE SLA-

GAEMOE W \TOJ SUMME STREMITSQ K NUL@ PRI n!1.

rASSMOTRIM j - OE SLAGAEMOE. pUSTX �̂n(Xn) 2 Uj, TOGDA W SILU zAKONA

bOLX[IH ~ISEL (SM. lEKCIQ 4, P.6)

1

n

nX
i=1

l�0(Xi)
Pn�

0�! E�0 l�0(X1);

NO
1

n

nX
i=1

l�0(Xi) �
1

n

nX
i=1

l
�̂n(Xn)

(Xi) �
1

n

nX
i=1

gj(Xi)
Pn�

0�! E�0gj(X1);

^TO PROTIWORE^IT NERAWENSTWAM (13.1.3). fORMALIZUEM TEPERX \TU IDE@.

dLQ L@BOGO a 2 R1 SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE

fXn : �̂n(Xn) 2 Ujg �
(
Xn :

1

n

nX
i=1

l�0(Xi) � a

)[

[(
Xn :

1

n

nX
i=1

gj(Xi) > a

)
� An [Bn: (13:1:4)

wYBEREM TEPERX a TAK, ^TOBY POLU^ITX DOKAZATELXSTWO. wOZXM<M

a =
1

2

�
E�0 l�0(X1) + E�0gj(X1)

�
;

TOGDA

An =

(
Xn :

1

n

nX
i=1

(l�0(Xi)� E�0 l�0(X1)) �
1

2
(E�0gj(X1)� E�0 l�0(X1))

)
:

TEPERX ZAMETIM, ^TO W SILU (13.1.3) PRAWAQ ^ASTX \TOGO NERAWENSTWA STROGO

MENX[E NULQ, I PO\TOMU W SILU zAKONA bOLX[IH ~ISEL

Pn�0(An)! 0; n!1:

aNALOGI^NO POLU^AEM

Pn�0(Bn)! 0; n!1:

tEPERX UTWERVDENIE tEOREMY SLEDUET IZ SOOTNO[ENIQ (13.1.4) I NERAWENST-

WA

Pn�0(An [Bn) � Pn�0(An) + Pn�0(Bn):
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zAME^ANIE 13.1.1. zAMETIM, ^TO IZ lEMMY 13.1.1 NEPOSREDSTWENNO SLE-

DUET, ^TO ESLI � � Rk I KONE^NO, TO OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ

�̂n(Xn) SU]ESTWUET, EDINSTWENNA S WEROQTNOSTX@ STREMQ]EJSQ K EDINICE, I

SOSTOQTELXNA.

dOKAZATELXSTWO SLEDUET IZ TOGO FAKTA, ^TO W SLU^AE KONE^NOSTI� OCENKA

�n(Xn) SOSTOQTELXNA TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA

Pn�(�n(Xn) = �)! 1; n!1; DLQ WSEH � 2 �:

i ZNA^IT

Pn�0(�̂n(Xn) = �0) =

= Pn�0

� nY
i=1

p�0(Xi) >
nY
i=1

p�(Xi)
�
! 1; n!1; DLQ WSEH �0 2 �:

zAMETIM, ^TO tEOREMA 13.1.1 DOKAZANA PRI WESXMA SLABYH USLOWIQH REGU-

LQRNOSTI. w ^ASTNOSTI NE TREBUETSQ DIFFERENCIRUEMOSTX PO � PLOTNOSTI

p�(x). pRI NALI^II UKAZANNOJ DIFFERENCIRUEMOSTI DOKAZATELXSTWO BYLO

BY KORO^E I PRO]E. pREDPOLAGAQ DIFFERENCIRUEMOSTX PLOTNOSTI p�(x), DLQ

POLNOTY, DOKAVEM SOSTOQTELXNOSTX OCENOK MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ.

zAMETIM, ^TO W SLU^AE Xn = (X1; � � � ; Xn), SOWMESTNAQ PLOTNOSTX Xn

IMEET WID

pn�(xn) =
nY
i=1

p�(xi); xn = (x1; � � � ; xn)

I ZNA^IT FUNKCIQ PRAWDOPODOBIQ I E< LOGARIFM ESTX

Ln(�; xn) = pn�(xn) =
nY
i=1

p�(xi); ln(�; xn) = logLn(�; xn) =
nX
i=1

log p�(xi):

pUSTX DLQ PROSTOTY � { OTKRYTOE MNOVESTWO IZ R1. nAPOMNIM, ^TO W REGU-

LQRNOM SLU^AE OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ �̂n(Xn) UDOWLETWORQET

URAWNENI@ PRAWDOPODOBIQ

@ln(�; xn)

@�
� l0n(�; xn) =

nX
i=1

p0�(xi)

p�(xi)
= 0; xn = (x1; � � � ; xn): (13:1:5)

tEOREMA 13.1.2. pUSTX � � R1
{ OTKRYTOE MNOVESTWO I �0 2 �.

pUSTX WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ REGULQRNOSTI
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1) mNOVESTWO

fx 2 X : p�(x) > 0g
NE ZAWISIT OT � 2 �.

2) dLQ L@BOGO � 2 �; � 6= �0 SPRAWEDLIWO NERAWENSTWOZ
jp�(x)� p�0(x)jd�(x) > 0:

3) dLQ � { PO^TI WSEH x 2 X PLOTNOSTX p�(x) DIFFERENCIRUEMA PO � 2 �

I EE PROIZWODNAQ ESTX p0�(x).

tOGDA S WEROQTNOSTX@, STREMQ]EJSQ K EDINICE PRI n ! 1, URAWNENIE

PRAWDOPODOBIQ (13.1.5) IMEET KORENX ~�n(Xn), TAKOJ ^TO DLQ L@BOGO " > 0

Pn�0(j~�n(Xn)� �0j > ")! 0; n!1:

dOKAZATELXSTWO. pUSTX " > 0 STOLX MALO, ^TO (�0 � "; �0 + ") � � I

PUSTX

Dn = fxn : ln(�0; xn) > ln(�0 � "; xn); ln(�0; xn) > ln(�0 + "; xn)g:
tOGDA IZ lEMMY 13.1.1 SLEDUET, ^TO

Pn�0(Dn)! 1; n!1:

pO\TOMU DLQ L@BOGO Xn 2 Dn SU]ESTWUET TO^KA ~�n(Xn; "), TAKAQ ^TO
~�n(Xn; ") 2 (�0 � "; �0 + ") I W KOTOROJ FUNKCIQ PRAWDOPODOBIQ ln(�; Xn)

IMEET LOKALXNYJ MAKSIMUM, TAK ^TO

l0n(~�n(Xn; "); Xn) = 0:

sLEDOWATELXNO DLQ L@BOGO DOSTATO^NO MALOGO " > 0 SU]ESTWUET POSLEDOWA-

TELXNOSTX KORNEJ ~�n(Xn; ") \TOGO URAWNENIQ, TAKAQ ^TO

Pn�0(j~�n(Xn; ")� �0j > ")! 0; n!1:

oSTA<TSQ POKAZATX, ^TO MY MOVEM OPREDELITX TAKU@ POSLEDOWATELXNOSTX,

KOTORAQ OT " NE ZAWISIT. pUSTX ~�n(Xn) { KORENX, BLIVAJ[IJ K �0. oN SU-

]ESTWUET, POTOMU ^TO PREDEL POSLEDOWATELXNOSTI KORNEJ WNOWX ESTX KORENX

W SILU NEPRERYWNOSTI FUNKCIQ PRAWDOPODOBIQ ln(�; Xn). tOGDA QSNO, ^TO

Pn�0(j~�n(Xn)� �0j > ")! 0; n!1:

zAME^ANIQ.
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1) dOKAZANNAQ tEOREMA NE USTANAWLIWAET SU]ESTWOWANIE SOSTOQTELX-

NOJ POSLEDOWATELXNOSTI OCENOK, POSKOLXKU KOGDA ISTINNOE ZNA^ENIE

�0 NEIZWESTNO, DANNYE NE UKAZYWA@T NAM, KAKOJ KORENX WYBIRATX, ^TO-

BY POLU^ITX SOSTOQTELXNU@ POSLEDOWATELXNOSTX. iSKL@^ENIEM, KO-

NE^NO, QWLQETSQ SLU^AJ, KOGDA KORENX EDINSTWENNYJ.

2) sLEDUET POD^ERKNUTX TAKVE, ^TO SU]ESTWOWANIE KORNQ ~�n(xn) PRI WSEH

xn (ILI DLQ L@BOGO n PRI ZADANNOM xn) NE UTWERVDAETSQ. |TO NE WLI-

QET NA SOSTOQTELXNOSTX, DLQ KOTOROJ TREBUETSQ LI[X, ^TOBY OCENKA
~�n(xn) BYLA OPREDELENA NA MNOVESTWE, WEROQTNOSTX KOTOROGO STREMIT-

SQ K EDINICE PRI n!1.

3) eSLI W PREDPOLOVENIH tEOREMY 13.1.2 URAWNENIE PRAWDOPODOBIQ (13.1.5)

IMEET EDINSTWENNYJ KORENX ~�n(xn) DLQ KAVDOGO n I WSEH xn, TO ~�n(Xn)

ESTX SOSTOQTELXNAQ POSLEDOWATELXNOSTX OCENOK DLQ �. eSLI, KROME TO-

GO, PARAMETRI^ESKOE PROSTRANSTWO � ESTX OTKRYTYJ INTERWAL (c; d)

(NE OBQZATELXNO KONE^NYJ), TO S WEROQTNOSTX@, STREMQ]EJSQ K EDINI-

CE, ~�n(Xn) MAKSIMIZIRUET FUNKCI@ PRAWDOPODOBIQ, TO ESTX QWLQETSQ

OCENKOJ MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ, KOTORAQ QWLQETSQ SOSTOQTELX-

NOJ.

pERWOE UTWERVDENIE O^EWIDNO. ~TOBY DOKAZATX WTOROE, PREDPOLOVIM,

TO WEROQTNOSTX TOGO, ^TO ~�n(Xn) ESTX OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDO-

PODOBIQ, NE STREMITSQ K EDINICE. tOGDA PRI DOSTATO^NO BOLX[IH n

FUNKCIQ PRAWDOPODOBIQ DOLVNA STREMITXSQ S POLOVITELXNOJ WEROQT-

NOSTX@ K SWOEMU SUPREMUMU, KOGDA � STREMITSQ K c ILI K d. nO S WE-

ROQTNOSTX@, STREMQ]EJSQ K EDINICE, ~�n(Xn) ESTX TO^KA LOKALXNOGO

MAKSIMUMA FUNKCII PRAWDOPODOBIQ, KOTORAQ DOLVNA TOGDA OBLADATX

TAKVE I LOKALXNYM MINIMUMOM. |TO PROTIWORE^IT PREDPOLOVENI@ O

EDINSTWENNOSTI KORNQ.

tEOREMA 13.1.2 USTANAWLIWAET SU]ESTWOWANIE SOSTOQTELXNOGO KORNQ URAW-

NENIQ PRAWDOPODOBIQ (13.1.5). sLEDU@]AQ tEOREMA UTWERVDAET, ^TO L@BAQ

TAKAQ POSLEDOWATELXNOSTX ASIMPTOTI^ESKI NORMALXNA.

tEOREMA 13.1.3. pUSTX �0 2 � I WYPOLNENY SLEDU@]IE USLOWIQ REGU-

LQRNOSTI.

1) pARAMETRI^ESKOE PROSTRANSTWO � ESTX OTKRYTYJ INTERWAL (NE

OBQZATELXNO KONE^NYJ).

2) mNOVESTWO

A = fx 2 X : p�(x) > 0g
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NE ZAWISIT OT � 2 �.

3) pLOTNOSTX p�(x) TRIVDY DIFFERENCIRUEMA PO � 2 � W NEKOTOROJ

OKRESTNOSTI TO^KI �0 PRI KAVDOM x 2 A I TRETXQ EE PROIZWODNAQ

NEPRERYWNA PO � 2 � W \TOJ OKRESTNOSTI.

4) iNTEGRAL WIDA Z
p�(x)d�(x)

MOVNO DWAVDY DIFFERENCIROWATX PO � 2 � POD ZNAKOM INTEGRALA W

TO^KE �0.

5) fI[EROWSKAQ INFORMACIQ (SM. oPREDELENIE 11.1.1) I(�0), GDE

I(�) = E�

�
@ log p�(X1)

@�

�2

TAKOWA, ^TO 0 < I(�0) <1.

6) sU]ESTWU@T OKRESTNOSTX TO^KI �0 I FUNKCIQ M(x) � 0 TAKIE,

^TO W \TOJ OKRESTNOSTI�����@
3 log p�(x)

@�3

����� � M(x); DLQ WSEH x 2 A

I

E�0M(X1) <1:

tOGDA L@BAQ SOSTOQTELXNAQ POSLEDOWATELXNOSTX ~�n(Xn) KORNEJ URAWNENIQ

PRAWDOPODOBIQ (13.1.5) ASIMPTOTI^ESKI NORMALXNA

Pn�0

�p
n(~�n(Xn)� �0) < x

�
! �

�q
I(�0)x

�
; n!1:

dOKAZATELXSTWO. wYBEREM " > 0 TAK, ^TOBY INTERWAL (�0 � "; �0 + ")

PRINADLEVAL OKRESTNOSTI IZ FORMULIROWKI tEOREMY. tOGDA PRI FIKSIRO-

WANNOM x I DOSTATO^NO BOLX[OM n

Pn�0

�p
n(~�n(Xn)��0) < x

�
= Pn�0

�p
n(~�n(Xn)��0) < x; j~�n(Xn)��0j < "

�
+

+Pn�0

�p
n(~�n(Xn)� �0) < x; j~�n(Xn)� �0j � "

�
=
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= Pn�0

�
�
p
n" <

p
n(~�n(Xn)� �0) < x

�
+

+Pn�0

�p
n(~�n(Xn)� �0) < x; j~�n(Xn)� �0j � "

�
: (13:1:6)

pRI^<M, DLQ WTOROGO SLAGAEMOGO SPRAWEDLIWA OCENKA

Pn�0

�p
n(~�n(Xn)� �0) < x; j~�n(Xn)� �0j � "

�
� Pn�0

�
j~�n(Xn)� �0j � "

�

I PRAWAQ ^ASTX \TOGO NERAWENSTWA STREMITSQ K NUL@ W SILU tEOREMY 13.1.2.

tAKIM OBRAZOM IZ RAWENSTWA (13.1.6) SLEDUET, ^TO DOSTATO^NO POKAZATX, ^TO

Pn�0

�
�
p
n" <

p
n(~�n(Xn)� �0) < x

�
! �

�q
I(�0)x

�
; n!1: (13:1:7)

pUSTX ~�n(Xn) 2 (�0 � "; �0 + "), TOGDA PO FORMULE tEJLORA MOVNO ZAPISATX

l0n(~�n(Xn);Xn) = l0n(�0;Xn)+(~�n(Xn)��0)l00n(�0;Xn)+
1

2
(~�n(Xn)��0)2l000n (��n;Xn);

GDE ��n LEVIT MEVDU �0 I ~�n(Xn). pO PREDPOLOVENI@ LEWAQ ^ASTX \TOGO RA-

WENSTWA RAWNA NUL@, PO\TOMU

p
n
�
~�n(Xn)� �0

�
=

� 1p
n
l0n(�0; Xn)

1
n
l00n(�0; Xn) +

1
2
(~�n(Xn)� �0) 1n l000n (��n; Xn)

: (13:1:8)

rASSMOTRIM ^ISLITELX DROBI (13.1.8). oN IMEET WID SUMMY NEZAWISIMYH

ODINAKOWO RASPREDEL<NNYH SLU^AJNYH WELI^IN

� 1p
n
l0n(�0; Xn) = � 1p

n

nX
i=1

p0�0(Xi)

p�0(Xi)
;

PO\TOMU IZ cENTRALXNOJ pREDELXNOJ tEOREMY (SM. lEKCIQ 4, P. 5) SLEDUET

SLABAQ SHODIMOSTX

� 1p
n
l0n(�0; Xn) =)N (0; I(�0)); n!1: (13:1:9)

rASSMOTRIM TEPERX ZNAMENATELX WYRAVENIQ (13.1.8). iMEEM

1

n
l00n(�0; Xn) =

1

n

nX
i=1

@2 log p�0(Xi)

@�2
;
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PO\TOMU IZ zAKONA bOLX[IH ~ISEL (SM. lEKCIQ 4, P. 6) I WTOROGO UTWERV-

DENIQ tEOREMY 11.1.3 SLEDUET SHODIMOSTX

1

n
l00n(�0; Xn)

Pn�
0�! E�0

@2 log p�0(X1)

@�2
= �I(�0); n!1: (13:1:10)

rASSMOTRIM TEPERX POSLEDNEE SLAGAEMOE W ZNAMENATELE WYRAVENIQ (13.1.8).

sPRAWEDLIWA OCENKA

1

2n
j(~�n(Xn)� �0)l

000
n (�

�
n; Xn)j �

1

n
j~�n(Xn)� �0j

nX
i=1

�����@
3 log p��

n
(Xi)

@�3

����� �

� j~�n(Xn)� �0j
1

n

nX
i=1

M(Xi):

pOSKOLXKU PO USLOWI@ tEOREMY ~�n(Xn) SOSTOQTELXNA, TO S U^<TOM zAKONA

bOLX[IH ~ISEL IMEEM

j~�n(Xn)� �0j
1

n

nX
i=1

M(Xi)
Pn�

0�! 0 � E�0M(X1) = 0;

PO\TOMU
1

2n
j(~�n(Xn)� �0)l

000
n (�

�
n; Xn)j

Pn�
0�! 0: (13:1:11)

tEPERX IZ SOOTNO[ENIJ (13.1.8) { (13.1.11) SLEDUET UTWERVDENIE tEOREMY.

sLEDSTWIE 13.1.1. eSLI W PREDPOLOVENIQH tEOREMY 13.1.3 URAWNENIE

PRAWDOPODOBIQ (13.1.5) IMEET EDINSTWENNYJ KORENX PRI WSEH n I xn, ILI, BO-

LEE OB]O, ESLI WEROQTNOSTX NALI^IQ NESKOLXKIH KORNEJ STREMITSQ K NUL@

PRI n!1, TO OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ �̂n(Xn) ASIMPTOTI^ES-

KI NORMALXNA

Pn�0

�p
n(�̂n(Xn)� �0) < x

�
! �

�q
I(�0)x

�
; n!1:



146 lEKCIQ 13
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w lEKCII RASSMATRIWAETSQ SLU^AJ, KOGDA W KA^ESTWE OCENIWAEMOGO PARA-

METRA WYSTUPAET NEIZWESTNAQ PLOTNOSTX NABL@DENIJ.

14.1 ocenka plotnosti

pUSTX NABL@DENIQ IME@T WID Xn = (X1; � � � ;Xn); n 2 N, GDE Xi { NEZA-

WISIMY I ODINAKOWO RASPREDELENY S OB]EJ NEIZWESTNOJ PLOTNOSTX@ p(x).

eSLI PLOTNOSTX p(x) ZAWISIT OT KONE^NOGO ^ISLA PARAMETROW I QWLQETSQ

IZWESTNOJ FUNKCIEJ x I \TIH PARAMETROW, TO MY SNOWA PRIHODIM K ZADA^E

PARAMETRI^ESKOGO OCENIWANIQ. eSLI, ODNAKO, IZWESTNO LI[X, ^TO PLOTNOSTX

p(x) PRINADLEVIT NEKOTOROMU DOSTATO^NO OB[IRNOMU MNOVESTWU FUNKCIJ,

TO ZADA^A OCENIWANIQ p(x) STANOWITSQ BESKONE^NOMERNOJ ILI NEPARAMETRI-

^ESKOJ.

bUDEM ISHODITX IZ ESTESTWENNOJ OCENKI FUNKCII RASPREDELENIQ F (x) {

\MPIRI^ESKOJ FUNKCII RASPREDELENIQ Fn(x) (SM. lEKCIQ 6, PRIMER 2)

Fn(x) =
1

n

nX
i=1

1(�1; x)(Xi); F (x) =

xZ
�1

p(y)dy: (14:1:1)

pRI BOLX[OM n \MPIRI^ESKAQ FUNKCIQ RASPREDELENIQ Fn(x), W SILU zAKONA

bOLX[IH ~ISEL (SM. lEKCIQ 4, P. 6), BLIZKA K ISTINNOJ FUNKCII RASPRE-

DELENIQ F (x), PO\TOMU MOVNO BYLO BY OVIDATX, ^TO E< PROIZWODNAQ F 0n(x)
BLIZKA K p(x) = F 0(x). oDNAKO

F 0n(x) =
1

n

nX
i=1

�(x�Xi);

147
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GDE �(x) { � - FUNKCIQ dIRAKA { NE QWLQETSQ DAVE FUNKCIEJ W SMYSLE KLASSI-

^ESKOGO ANALIZA. eSTESTWENNO "SGLADITX" \MPIRI^ESKU@ FUNKCI@ RASPREDE-

LENIQ Fn(x) I ISPOLXZOWATX W KA^ESTWE OCENKI DLQ PLOTNOSTI p(x) PROIZWOD-

NU@ OT TAKOJ SGLAVENNOJ FUNKCII. tAKIM OBRAZOM, OBY^NO RASSMATRIWA@T

OCENKI WIDA

pn(x; Xn) =
1

nhn

nX
i=1

V

�
x�Xi

hn

�
; (14:1:2)

GDE FUNKCIQ V (x) INTEGRIRUEMA I UDOWLETWORQET USLOWI@

1Z
�1

V (x)dx = 1; (14:1:3)

A POSLEDOWATELXNOSTX hn TAKOWA, ^TO

hn ! 0; nhn !1; n!1: (14:1:4)

pOQSNIM NA \WRISTI^ESKOM UROWNE \TI USLOWIQ. zAMETIM, ^TO ESTESTWENNYM

USLOWIEM NA OCENKU pn(x; Xn) BYLO BY TREBOWANIE

Eppn(x; Xn)! p(x); n!1: (14:1:5)

pO\TOMU, ESLI WYPOLNENY USLOWIQ (14.1.3) I (14.1.4), TO PRI BOLX[IH n

Eppn(x; Xn) =
1

hn
EpV

�
x�X1

hn

�
=

1

hn

Z
V

�
x� y

hn

�
p(y)dy =

=

Z
V (z)p(x� hnz)dz � p(x)

Z
V (z)dz = p(x):

zAMETIM, ^TO PRI \TOM MY NE ISPOLXZOWALI WTOROE USLOWIE IZ (14.1.4).

kONE^NO, SHODIMOSTX

pn(x; Xn)! p(x); n!1

W TOM ILI INOM SMYSLE IMEET MESTO LI[X PRI NEKOTORYH OGRANI^ENIQH NA

PLOTNOSTX p(x). eSLI, NAPRIMER, p(x) IMEET TO^KI RAZRYWA, TO SHODIMOSTX

NE MOVET BYTX RAWNOMEROJ NI PRI KAKOM WYBORE hn I V (x). eSLI ZARANEE

IZWESTNO, ^TO p(x) PRINADLEVIT TOMU ILI INOMU KLASSU NEPRERYWNYH FUNK-

CIJ, TO W KLASSE OCENOK (14.1.2) MOVNO NAJTI OCENKI, SHODQ]IESQ K p(x) S

TOJ ILI INOJ SKOROSTX@.
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pUSTX, NAPRIMER, ZARANEE IZWESTNO, ^TO PLOTNOSTX p(x) PRINADLEVIT

MNOVESTWU FUNKCIJ, UDOWLETWORQ@]IH USLOWI@ lIP[ICA S POSTOQNNOJD >

0

p(x) 2 L(1; D); (14:1:6)

GDE

L(1; D) =
n
p(x): jp(x1)� p(x2)j � Djx1 � x2j;

DLQ L@BYH x1; x2 I p(x) { PLOTNOSTX
o
:

tOGDA MOVNO DOKAZATX SLEDU@]U@ tEOREMU.

tEOREMA 14.1.1. eSLI hn = n�1=3, FUNKCII xV (x), V 2(x) INTEGRIRUEMY

I WYPOLNENO USLOWIE (14.1.3), TO DLQ OCENKI (14.1.2) SPRAWEDLIWO NERAWEN-

STWO

sup
p(x)2L(1; D)

sup
x2R1

Ep

�
pn(x; Xn)� p(x)

�2
� Cn�2=3; C > 0:

dOKAZATELXSTWO. pUSTX hn TAKOWO, ^TO WYPOLNENY USLOWIQ (14.1.4).

tOGDA ZAMETIM, ^TO

Ep

�
pn(x; Xn)� p(x)

�2
=
�
Eppn(x; Xn)� p(x)

�2
+ Dppn(x; Xn): (14:1:7)

rASSMOTRIM PERWOE SLAGAEMOE W \TOM RAWENSTWE, IMEEM

���Eppn(x; Xn)� p(x)
��� =

����
Z
V (z)(p(x � hnz)� p(x))dz

���� �
� Dhn

Z
jV (z)zjdz = O(hn): (14:1:8)

rASSMOTRIM WTOROE SLAGAEMOE W (14.1.7)

Dppn(x; Xn) =
1

nh2n
DpV

�
x�X1

hn

�
� 1

nh2n
EpV

2

�
x�X1

hn

�
=

=
1

nhn

Z
V 2(z)p(x�hnz)dz �

1

nhn
sup
x2R1

p(x)

Z
V 2(z)dz = O

�
1

nhn

�
(14:1:9)

(ZDESX ISPOLXZUETSQ USLOWIE nhn ! 1). iZ SOOTNO[ENIJ (14.1.7) { (14.1.9)

SLEDUET, ^TO RAWNOMERNO PO x 2 R1

Ep

�
pn(x; Xn)� p(x)

�2
= O(h2n) +O

�
1

nhn

�
:
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mINIMIZIRUQ PRAWU@ ^ASTX \TOGO WYRAVENIQ PO hn, POLU^IM, ^TO hn =

O(n�1=3) I WYPOLNENO NERAWENSTWO IZ FORMULIROWKI tEOREMY.
rASSMOTRIM TEPERX OBOB]ENIE tEOREMY 14.1.1 NA DRUGIE SEMEJSTWA PLOT-

NOSTEJ p(x). mY UWIDIM, W ^ASTNOSTI, ^TO DLQ SEMEJSTW p(x), UDOWLETWORQ-

@]IH BOLEE V<STKIM USLOWIQM GLADKOSTI, SREDI OCENOK (14.1.2) NAJDUTSQ

TAKIE, KOTORYE SHODQTSQ K p(x) BYSTREE, PRI^<M SKOROSTX SHODIMOSTI SU-

]ESTWENNO ZAWISIT OT STEPENI GLADKOSTI.

oBOZNA^IM ^EREZ L(�; D), � = k + �; k 2 f0; 1; � � �g; 0 < � � 1 MNOVES-

TWO k RAZ DIFFERENCIRUEMYH PLOTNOSTEJ TAKIH, ^TO IH k { Q PROIZWODNAQ

UDOWLETORQET USLOWI@ g<LXDERA S POKAZATELEM � I KONSTANTOJ D > 0

L(�; D) =
n
p(x): jp(k)(x1)� p(k)(x2)j � Djx1 � x2j�;

DLQ L@BYH x1; x2 I p(x) { PLOTNOSTX
o
:

~TOBY NE OGOWARIWATX KAVDYJ RAZ USLOWIQ SHODIMOSTI SOOTWETSWU@]IH IN-

TEGRALOW, OGRANI^IMSQ IZU^ENIEM OCENOK WIDA (14.1.2) S FINITNYMI FUNK-

CIQMI V (x).

tEOREMA 14.1.2. eSLI hn = n�1=(2�+1), � = k + � I OGRANI^ENNAQ FI-

NITNAQ FUNKCIQ V (x) UDOWLETWORQET USLOWIQM (14.1.3) IZ
xjV (x)dx = 0; j = 1; � � � ; k;

TO DLQ OCENKI (14.1.2) PRI L@BOM D > 0 SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

sup
p(x)2L(�; D)

sup
x2R1

Ep

�
pn(x; Xn)� p(x)

�2
� Cn�2�=(2�+1):

dOKAZATELXSTWO. kAK I PRI DOKAZATELXSTWE tEOREMY 14.1.1, OCENIM

OTDELXNO SME]ENIE I DISPERSI@ OCENKI pn(x; Xn). iSPOLXZUQ USLOWIQ tEO-

REMY I FORMULU tEJLORA, IMEEM

Eppn(x; Xn)� p(x) =

Z
V (z)(p(x � hnz)� p(x))dz =

=
hkn
k!

Z
zkV (z)(p(k)(�)� p(k)(x))dz;

GDE � { TO^KA INTERWALA (x; x � hnz). pO\TOMU IZ OPREDELENIQ MNOVESTWA

L(�; D) SLEDUET, ^TO DLQ NEKOTOROJ POSTOQNNOJ C1 > 0 SPRAWEDLIWO NERA-

WENSTWO ���Eppn(x; Xn)� p(x)
��� � C1h

�
n:
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pRI \TOM SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE (14.1.9), PO\TOMU

Ep

�
pn(x; Xn)� p(x)

�2
= O(h2�n ) +O

�
1

nhn

�
:

mINIMIZIRUQ PRAWU@ ^ASTX \TOGO WYRAVENIQ PO hn, POLU^IM, ^TO hn =

O

�
n�1=(2�+1)

�
I WYPOLNENO UTWERVDENIE tEOREMY.

14.2 proekcionnye ocenki

pUSTX NABL@DENIQ IME@T WID Xn = (X1; � � � ;Xn); n 2 N, GDE Xi { NEZA-

WISIMY I ODINAKOWO RASPREDELENY S OB]EJ NEIZWESTNOJ PLOTNOSTX@ p(x).

rASSMOTRIM DRUGOJ METOD OCENKI NEIZWESTNOJ PLOTNOSTI p(x). dLQ PROSTO-

TY BUDEM S^ITATX PLOTNOSTX ZADANNOJ NA OTREZKE [��; �]. tOGDA PLOTNOSTI
p(x) MOVNO SOPOSTAWITX RQD fURXE PO TRIGONOMETRI^ESKOJ SISTEME

p(x) � 1

2�
+

1X
m=1

(am cosmx+ bm sinmx); (14:2:1)

GDE KO\FFICIENTY fURXE am I bm IME@T WID

am =
1

�

�Z
��

cos(mx)p(x)dx =
1

�
Ep cos(mX1);

bm =
1

�

�Z
��

sin(mx)p(x)dx =
1

�
Ep sin(mX1); m = 1; 2; � � � (14:2:2)

iZ \TIH FORMUL WIDNO, ^TO NESME]ENNYMI OCENKAMI KO\FFICIENTOW fURXE

QWLQ@TSQ, NAPRIMER, OCENKI

amn(Xn) =
1

n�

nX
i=1

cos(mXi); bmn(Xn) =
1

n�

nX
i=1

sin(mXi);

Epamn(Xn) = am; Epbmn(Xn) = bm; m = 1; 2; � � � (14:2:3)

eSLI RQD fURXE (14.2.1) SHODITSQ K PLOTNOSTI p(x), TO PRI BOLX[IH n SPRA-

WEDLIWA APPROKSIMACIQ

Sn(x) � p(x); n� 1;
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GDE

Sn(x) =
1

2�
+

nX
m=1

(am cosmx+ bm sinmx) (14:2:4)

^ASTI^NAQ SUMMA RQDA fURXE. tAKIM OBRAZOM WYBIRAQ NEKOTORU@ POSLEDO-

WATELXNOSTX NATURALXNYH ^ISEL kn ! 1 I ZAMENQQ KO\FFICIENTY fURXE

W FORMULE (14.2.4) IH OCENKAMI IZ (14.2.3), POLU^AEM PROEKCIONNU@ OCENKU

�pn(x; Xn) PLOTNOSTI p(x)

�pn(x; Xn) =
1

2�
+

knX
m=1

�
amn(Xn) cosmx+ bmn(Xn) sinmx

�
: (14:2:5)

zAMETIM, ^TO

Ep�pn(x; Xn) = Skn(x) � p(x); kn � 1:

tEOREMA 14.2.1. pUSTX PLOTNOSTX p(x) ZADANA NA OTREZKE [��; �],

p(�) = p(��);
�Z

��

p2(x)dx <1

I kn !1, TOGDA SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

Ep

�Z
��

�
�pn(x; Xn)� p(x)

�2
dx � k2n

n�2
+

1X
m=kn+1

(a2m + b2m):

dOKAZATELXSTWO. zAMETIM SNA^ALA, ^TO

Ep

�Z
��

�
�pn(x; Xn)� p(x)

�2
dx = Ep

�Z
��

�
�pn(x; Xn)� Ep�pn(x; Xn)

�2
dx+

+

�Z
��

�
Skn(x)� p(x)

�2
dx: (14:2:6)

wTOROE SLAGAEMOE W PRAWOJ ^ASTI (14.2.6) W SILU RAWENSTWA bESSELQ RAWNO

�Z
��

�
Skn(x)� p(x)

�2
dx =

1X
m=kn+1

(a2m + b2m): (14:2:7)
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rASSMOTRIM PERWOE SLAGAEMOE W PRAWOJ ^ASTI (14.2.6)

Ep

�Z
��

�
�pn(x; Xn)� Ep�pn(x; Xn)

�2
dx =

�Z
��

Dp�pn(x; Xn)dx: (14:2:8)

nO

Dp�pn(x; Xn) =
1

n2�2
Dp

nX
i=1

knX
m=1

�
cos(mXi) cos(mx) + sin(mXi) sin(mx)

�
=

=
1

n�2
Dp

knX
m=1

�
cos(mX1) cos(mx) + sin(mX1) sin(mx)

�
�

� 1

n�2
Ep

 
knX
m=1

cos(m(X1 � x))
!2

� k2n
n�2

: (14:2:9)

iZ SOOTNO[ENIJ (14.2.6) { (14.2.9) SLEDUET UTWERVDENIE tEOREMY.

zAME^ANIE 14.2.1. zAMETIM, ^TO IZ DOKAZANNOJ tEOREMY SLEDUET, ^TO

DLQ POLU^ENIQ RAZUMNYH OCENOK �pn(x; Xn) PLOTNOSTI p(x), POSLEDOWATELX-

NOSTX kn SLEDUET WYBIRATX RASTU]EJ NE BYSTREE ^EM
p
n. sLAGAEMOE WIDA

1X
m=kn+1

(a2m + b2m)

HARAKTERIZUET STEPENX GLATKOSTI PLOTNOSTI p(x), NAPRIMER, ESLI U PLOT-

NOTSI p(x) SU]ESTWUET r � 1 NEPRERYWNYH PROIZWODNYH I r�1 PROIZWODNYH
PRINIMA@T NA KONCAH OTREZKA [��; �] RAWNYE ZNA^ENIQ, TO \TOT ^LEN IMEET
WID O

�
1

k2r�1n

�
.
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w lEKCII RASSMATRIWA@TSQ DOSTATO^NYE STATISTIKI, KOTORYE REDUCI-

RU@T DANNYE W MAKSIMALXNOJ STEPENI.

15.1 minimalxnye dostato~nye sta-

tistiki

nAPOMNIM, ^TO DOSTATO^NYE STATISTIKI (SM. oPREDELENIE 7.1.2) SOKRA]A-

@T NABL@DENIQ BEZ POTERI INFORMACII. qSNO, ^TO \KWIWALENTNYE FORMY

DOSTATO^NOJ STATISTIKI REDUCIRU@T DANNYE W ODNOJ I TOJ VE STEPENI. mO-

GUT, ODNAKO, SU]ESTWOWATX TAKVE DOSTATO^NYE STATISTIKI KOTORYE DA@T

RAZLI^NYE STEPENI REDUKCII. pUSTX, NAPRIMER, X = (X1; � � � ; Xn) { NEZAWI-

SIMYE NORMALXNO RASPREDEL<NNYE NABL@DENIQ S NEIZWESTNOJ DISPERSIEJ

Xi � N (0; �2); i = 1; � � � ; n:

tOGDA IZ KRITERIQ FAKTORIZACII (SM. tEOREMU 7.1.3) SLEDUET, ^TO SLEDU@-

]IE STATISTIKI QWLQ@TSQ DOSTATO^NYMI

T1(X) = (X1; � � � ;Xn); T2(X) = (X2
1 ; � � � ;X2

n);

T3(X) = (X2
1 + � � �+X2

m;X
2
m+1 + � � � +X2

n); T4(X) = X2
1 + � � � +X2

n:

pRI^<M STEPENX REDUKCII DANNYH STATISTIKAMI Ti(X) WOZRASTAET S ROSTOM

i.

iZ KRITERIQ FAKTORIZACII SLEDUET TAKVE, ^TO ESLI T (X) DOSTATO^NAQ

STATISTIKA I T (X) = H(S(X)), GDE S(X) NEKOTORAQ STATISTIKA, A H(�)
IZMERIMAQ FUNKCIQ, TO STATISTIKA S(X) TAKVE DOSTATO^NA. zNANIE S(X)

WLE^<T ZNANIE T (X) I, SLEDOWATELXNO, POZWOLQET "WOSSTANAWLIWATX" ISHOD-

NYE DANNYE.kROME TOGO, STATISTIKA T (X) OBESPE^IWAET B�OLX[U@ REDUKCI@

155
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DANNYH, ^EM STATISTIKA S(X), ESLI TOLXKO FUNKCIQ H(�) NE QWLQETSQ WZA-
IMNO ODNOZNA^NOJ, W PROTIWNOM SLU^AE STATISTIKI T (X) I S(X) QWLQ@TSQ

\KWIWALENTNYMI. dOSTATO^NAQ STATISTIKA T �(X) NAZYWAETSQ MINIMALXNOJ,

ESLI ONA DA<T NAIBOLX[U@ WOZMOVNU@ REDUKCI@ DANNYH SREDI WSEH DOSTA-

TO^NYH STATISTIK, TO ESTX ESLI DLQ L@BOJ DOSTATO^NOJ STATISTIKI S(X)

SU]ESTWUET IZMERIMAQ FUNKCIQH(�) TAKAQ, ^TO T �(X) = H(S(X)) (P { P.W.).

dADIM TEPERX FORMALXNOE OPREDELENIE. pUSTX DANA DOMINIRUEMAQ STATIS-

TI^ESKAQ STRUKTURA (X ; F ; P).
oPREDELENIE 15.1.1.

1) dOSTATO^NAQ � { PODALGEBRA D� � F NAZYWAETSQ MINIMALXNOJ, ESLI

ONA SODERVITSQ W L@BOJ DRUGOJ DOSTATO^NOJ � { PODALGEBRE.

2) dOSTATO^NAQ STATISTIKA T �(X) NAZYWAETSQ MINIMALXNOJ DOSTA-

TO^NOJ STATISTIKOJ, ESLI ONA INDUCIRUET MINIMALXNU@ DOSTATO^-

NU@ � { PODALGEBRU.

mINIMALXNAQ DOSTATO^NAQ � { PODALGEBRA, W SLU^AE E< SU]ESTWOWANIQ,

EDINSTWENNA; ONA QWLQETSQ PERESE^ENIEM WSEH DOSTATO^NYH � { PODALGEBR.

iZ WTOROGO OPREDELENIQ SLEDUET, ^TO ESLI T �(X) WE]ESTWENNAQ MINIMALXNAQ

DOSTATO^NAQ STATISTIKA, A S(X) DRUGAQ WE]ESTWENNAQ DOSTATO^NAQ STATIS-

TIKA, TO IZ uTWERVDENIQ 1.1.2 SLEDUET, ^TO SU]ESTWUET IZMERIMAQ FUNKCIQ

H(�) TAKAQ, ^TO T �(X) = H(S(X)).

tEOREMA 15.1.1. pUSTX P = fP0; � � � ;Pkg { KONE^NOE SEMEJSTWO RAS-

PREDELENIJ S PLOTNOSTQMI fp0(x); � � � ; pk(x)g, IME@]IMI OB]IJ NOSITELX.
tOGDA STATISTIKA

T �(X) =

 
p1(X)

p0(X)
; � � � ; pk(X)

p0(X)

!

QWLQETSQ MINIMALXNOJ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ.

dOKAZATELXSTWO. nAPOMNIM, ^TO IZ KRITERIQ FAKTORIZACII (tEOREMA

7.1.3) SLEDUET, ^TO STATISTIKA S(X) DOSTATO^NA TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA

p�(x) = g�(S(x))h(x) P � P.W.; � 2 �; x 2 X :

pOSKOLXKU PO USLOWI@ WSE PLOTNOSTI fp0(x); � � � ; pk(x)g IME@T OB]IJ NOSI-
TELX, TO POSLEDNEE RAWENSTWO \KWIWALENTNO

pi(x)

p0(x)
= gi(S(x)) i = 1; � � � ; k; x 2 A;
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GDE A { OB]IJ NOSITELX PLOTNOSTEJ fp0(x); � � � ; pk(x)g (A = fx 2 X : pi(x) >

0; i = 0; 1; � � � ; k:g). oTS@DA SLEDUET, ^TO STATISTIKA T �(X) QWLQETSQ DO-

STATO^NOJ I STATISTIKA T �(X) ESTX FUNKCIQ OT S(X).

zAMETIM, ^TO IZ DOKAZATELXSTWA tEOREMY 15.1.1 SLEDUET, ^TO SPRAWEDLI-

WO BOLEE OB]EE

uTWERVDENIE 15.1.1. pUSTX P = fP0; � � � ;Pkg { KONE^NOE SEMEJSTWO

RASPREDELENIJ S PLOTNOSTQMI fp0(x); � � � ; pk(x)g, I PUSTX DLQ KAVDOGO x 2
X MNOVESTWO A(x) IMEET WID

A(x) = f(i; j) : pi(x) + pj(x) > 0; (i; j) 2 f0; 1; � � � ; kg2g:

tOGDA STATISTIKA

T �(X) =

 
pj(X)

pi(X)
; i < j; (i; j) 2 A(X)

!

QWLQETSQ MINIMALXNOJ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ. zDESX pj(x)=pi(x) =

1, ESLI pi(x) = 0 I pj(x) > 0.

sLEDU@]AQ tEOREMA ^ASTO QWLQETSQ POLEZNOJ PRI PRAKTI^ESKOM NAHOV-

DENII MINIMALXNYH DOSTATO^NYH STATISTIK.

tEOREMA 15.1.2. pUSTX P { SEMEJSTWO RASPREDELENIJ S OB]IM NOSI-

TELEM, P0 � P I T �(X) { MINIMALXNAQ DOSTATO^NAQ STATISTIKA DLQ

PODSEMEJSTWA P0 I QWLQETSQ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ DLQ SEMEJSTWA

P. tOGDA T �(X) { MINIMALXNAQ DOSTATO^NAQ STATISTIKA DLQ SEMEJSTWA

P.
dOKAZATELXSTWO. pUSTX S(X) ESTX DOSTATO^NAQ STATISTIKA DLQ SE-

MEJSTWA P, TOGDA ONA DOSTATO^NA I DLQ P0 I, SLEDOWATELXNO � { PODALGEBRA,

POROVD<NNAQ STATISTIKOJ T �(X) SODERVITSQ W � { PODALGEBRE, POROVD<NNOJ

STATISTIKOJ S(X) (DOSTATO^NAQ STATISTIKA T �(X) ESTX FUNKCIQ OT S(X)).

zAME^ANIE 15.1.1. zAMETIM, ^TO W tEOREME 15.1.2 PREDPOLOVENIE OB

OB]EM NOSITELE MOVNO ZAMENITX NA BOLEE SLABOE PREDPOLOVENIE O TOM,

^TO KAVDOE P0 { NULEWOE MNOVESTWO (SM. oPREDELENIE 6.1.4) QWLQETSQ

TAKVE I P { NULEWYM, TAK ^TO P0 { P.W. \KWIWALENTNO P { P.W.

pRIMERY.

1) pUSTX IMEETSQ n NEZAWISIMYH NORMALXNO RASPREDEL<NNYH NABL@DENIQ

X = (X1; � � � ;Xn) I SEMEJSTWO Pn0 { n - KRATNOE PROIZWEDENIE SEMEJSTW

P0, SOSTOIT IZ DWUH NORMALXNYH RASPREDELENIJ

Pn0 = fN n(�0; 1); N n(�1; 1); �0 6= �1g:



158 lEKCIQ 15

tOGDA PO tEOREME 15.1.1 MINIMALXNAQ DOSTATO^NAQ STATISTIKA T �(X)

DLQ SEMEJSTWA Pn0 IMEET WID

T �(X) =
p�1(X)

p�0(X)
;

^TO \KWIWALENTNO

X =
1

n

nX
i=1

Xi:

oDNAKO, PO KRITERI@ FAKTORIZACII STATISTIKA X QWLQETSQ DOSTATO^-

NOJ STATISTIKOJ DLQ SEMEJSTWA

Pn = fN n(�; 1); � 2 R1g;

PO\TOMU PO tEOREME 15.1.2 MINIMALXNAQ DOSTATO^NAQ STATISTIKA DLQ

SEMEJSTWA Pn ESTX
T �(X) = X:

2) pUSTX TEPERX X = (X1; � � � ; Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RASPREDEL<N-

NYE NABL@DENIQ, KAVDOE IZ KOTORYH IMEET RASPREDELENIE pUASSONA S

PARAMETROM � > 0. rASSMOTRIM SEMEJSTWO Pn0 , SOSTOQ]EE IZ DWUH PU-
ASSONOWSKIH RASPREDELENIJ

Pn0 = fPn(�0); Pn(�1); �0 6= �1g:

tOGDA PO tEOREME 15.1.1 MINIMALXNAQ DOSTATO^NAQ STATISTIKA T �(X)

DLQ SEMEJSTWA Pn0 IMEET WID (ZDESX WYBRANA S^ITA@]AQ DOMINIRU@-

]AQ MERA �)

T �(X) =
p�1(X)

p�0(X)
=
e�n�1

�
X
1
+���+Xn

1

X1!���Xn!

e�n�0
�
X
1
+���+Xn

0

X1!���Xn!

= en(�0��1)
 
�1
�0

!nX
;

^TO \KWIWALENTNO

X =
1

n

nX
i=1

Xi:

aNALOGI^NO PREDYDU]EMU MINIMALXNAQ DOSTATO^NAQ STATISTIKA DLQ

SEMEJSTWA

Pn = fPn(�); � > 0g
ESTX

T �(X) = X:
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tEOREMA 15.1.3 (sU]ESTWOWANIE MINIMALXNOJ DOSTATO^NOJ � { PODAL-

GEBRY) pUSTX (X ; F ; P = fP�; � 2 �g) { DOMINIRUEMAQ STATISTI^ESKAQ

STRUKTURA, P� { PRIWILEGIROWANNOE WEROQTNOSTNOE RASPREDELENIE I � {

DOMINIRU@]AQ MERA. tOGDA � { PODALGEBRA D� � F , POROVDENNAQ (TO ESTX

MINIMALXNAQ) FUNKCIQMI WIDA

r(x; �) =
p�(x)

p�(x)
PRI WSEH � 2 �;

GDE

p�(x) =
dP�
d�

(x); p�(x) =
dP�

d�
(x); � 2 �;

QWLQETSQ MINIMALXNOJ DOSTATO^NOJ � { PODALGEBROJ.

dOKAZATELXSTWO.dOKAVEM SNA^ALA, ^TO � { PODALGEBRAD� DOSTATO^NA.
|TO SLEDUET IZ tEOREMY 7.1.2, POSKOLXKU

dP�
dP�

(x) =
dP�
d�

(x)
dP�

d�
(x)

=
p�(x)

p�(x)
= r(x; �)

I PO OPREDELENI@ � { PODALGEBRY D� \TA PLOTNOSTX D� { IZMERIMA PRI WSEH
� 2 �.

dOKAVEM, ^TO � { PODALGEBRA D� { MINIMALXNA, S \TOJ CELX@ RASSMOTRIM
L@BU@ DRUGU@ DOSTATO^NU@ � { PODALGEBRU B � F , TOGDA OPQTX PO tEOREME
7.1.2 PLOTNOSTX

dP�
dP�

(x) =
p�(x)

p�(x)
= r(x; �)

B { IZMERIMA, I PO\TOMU PO OPREDELENI@ � {PODALGEBRY D�, SPRAWEDLIWO
WKL@^ENIE D� � B.

rASSMOTRIM TEPERX SWQZX MEVDU MINIMALXNYMI I POLNYMI (SM. oPRE-

DELENIE 10.1.1) DOSTATO^NYMI STATISTIKAMI.

tEOREMA 15.1.4 (sWQZX MINIMALXNOSTI I POLNOTY) l@BAQ POLNAQ WE-

]ESTWENNAQ DOSTATO^NAQ STATISTIKA T (X), ZADANNAQ NA DOMINIRUEMOJ

STATISTI^ESKOJ STRUKTURE (X ; F ; P = fP�; � 2 �g) QWLQETSQ TAKVE I
MINIMALXNOJ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ.

dOKAZATELXSTWO. pUSTX D� { MINIMALXNAQ DOSTATO^NAQ � { PODALGEB-

RA. pO PREDYDU]EJ tEOREME ONA SU]ESTWUET. pREDPOLOVIM, ^TO U STATIS-

TIKI T (X) SU]ESTWUET MATEMATI^ESKOE OVIDANIE

E�T (X) <1; � 2 �
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I RASSMOTRIM FUNKCI@

h(X) = T (X)� E�(T (X) j D�):

tOGDA W SILU DOSTATO^NOSTI � { PODALGEBRY D� \TA FUNKCIQ NE ZAWISIT
OT �, I S U^<TOM MINIMALXNOSTI D� \TA FUNKCIQ QWLQETSQ IZMERIMOJ OT-
NOSITELXNO � { ALGEBRY, POROVD<NNOJ STATISTIKOJ T (X), PO\TOMU W SILU

uTWERVDENIQ 1.1.2 ONA IMEET WID h(x) = �h(T (x)). nO IZ OPREDELENIQ h(x)

SLEDUET, ^TO

E�
�h(T ) � 0; � 2 �;

PO\TOMU S U^<TOM POLNOTY STATISTIKI T (X), IMEEM

�h(T (X)) � 0; P � P.W.

iTAK

T (X) � E�(T (X) j D�); P � P.W.;
PO\TOMU STATISTIKA T (X) QWLQETSQ D� { IZMERIMOJ I ZNA^IT � { ALGEBRA,

POROVD<NNAQ STATISTIKOJ T (X) SOWPADAET S D� (ZDESX POD D� SLEDUET PO-
NIMATX � { ALGEBRU, POPOLNENNU@ MNOVESTWAMI N , DLQ KOTORYH P�(N) = 0

PRI WSEH � 2 �).

eSLI E�T (X) NE SU]ESTWUET, TO NADO WMESTO STATISTIKI T (X) RASSMOT-

RETX, NAPRIMER, STATISTIKU arctan T (X), KOTORAQ, O^EWIDNO, \KWIWALENTNA

T (X) OTNOSITELXNO SWOJSTW DOSTATO^NOSTI, POLNOTY I MINIMALXNOSTI.

pRIMER 15.1.1. pUSTX X = (X1; � � � ; Xn) { NEZAWISIMYE RAWNOMERNO RAS-

PREDEL<NNYE NABL@DENIQ

Xi � R(0; �); i = 1; � � � ; n; � > 0:

tOGDA W pRIMERE 10.2.2 POKAZANO, ^TO STATISTIKA

T (X) = X(n) � max
1�i�n

Xi

QWLQETSQ POLNAJ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ. pO tEOREME 15.1.4 \TA STATIS-

TIKA QWLQETSQ MINIMALXNOJ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ.

zAMETIM, ODNAKO, ^TO W OB]EM SLU^AE UTWERVDENIE, OBRATNOE tEOREME

15.1.4 NE WERNO, TO ESTX IZ MINIMALXNOSTI DOSTATO^NOJ STATISTIKI NE SLE-

DUET E< POLNOTA.

zADA^A 15.1.1. pUSTX X = (X1; � � � ; Xn) { NEZAWISIMYE RAWNOMERNO RAS-

PREDEL<NNYE NABL@DENIQ

Xi � R(� � 1=2; � + 1=2); i = 1; � � � ; n; � 2 � = R1:
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dOKAZATX, ^TO STATISTIKA

T (X) = (X(1); X(n)) = ( min
1�i�n

Xi; max
1�i�n

Xi)

QWLQETSQ MINIMALXNOJ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ, NO ONA NE POLNA. (pOSLED-

NEE UTWERVDENIE SLEDUET, NAPRIMER, IZ TOVDESTWA

E�

�
X(n) �X(1) � (n� 1)=(n+ 1)

�
� 0; � 2 �:)
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w lEKCII RASSMATRIWA@TSQ \KSPONENCIALXNYE STRUKTURY, DLQ KOTORYH

MNOGIE OB]IE KONSTRUKCII MATEMATI^ESKOJ STATISTIKI MOVNO REALI-

ZOWATX W QWNOM WIDE.

16.1 |ksponencialxnye struktury

oPREDELENIE 16.1.1.

1) sTATISTI^ESKAQ DOMINIRUEMAQ STRUKTURA

�
X = Rm; F = Bm; fp�(x); � 2 � � Rkg

�

NAZYWAETSQ \KSPONENCIALXNOJ, ESLI NOSITELX PLOTNOSTEJ p�(x)

A = fx 2 X : p�(x) > 0g

NE ZAWISIT OT � 2 � I PLOTNOSTI p�(x) IME@T WID

p�(x) = C(�) exp

(
kX
j=1

Qj(�)Uj(x)

)
h(x); � 2 � � Rk; x 2 Rm; (16:1:1)

GDE WSE FUNKCII, WHODQ]IE W PRAWU@ ^ASTX, KONE^NY I IZMERIMY, A

FUNKCII Q0(�) � 1; Q1(�); � � � ; Qk(�) LINEJNO NEZAWISIMY NA �.

2) sEMEJSTWO RASPREDELENIJ fP�; � 2 � � Rkg S PLOTNOSTQMI p�(x)

WIDA (16.1.1) NAZYWAETSQ \KSPONENCIALXNYM SEMEJSTWOM.

163
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pRIMER 16.1.1. pUSTX X IMEET GAMMA { RASPREDELENIE S PARAMETROM

� = (�; �); � > 0; � > 0, TO ESTX

p�(x) =
��

�(�)
x��1e�x� =

��

�(�)x
e� log x��x; x > 0;

�(�) =

1Z
0

x��1e�xdx;

TO ESTX ZDESX IMEEM

h(x) =

(
x�1; x > 0;

0; x < 0;

U1(x) = log x; U2(x) = x; C(�) =
��

�(�)
; Q1(�) = �; Q2(�) = ��:

zAMETIM, ^TO BINOMIALXNOE RASPREDELENIE, RASPREDELENIE pUASSONA, OT-

RICATELXNOE BINOMIALXNOE RASPREDELENIE, NORMALXNOE RASPREDELENIE, BE-

TA RASPREDELENIE, HI { KWADRAT RASPREDELENIE (S PARAMETROM MAS[TABA),

GAMMA RASPREDELENIE (S PARAMETROM MAS[TABA) QWLQ@TSQ \KSPONENCIALX-

NYMI SEMEJSTWAMI. w TO WREMQ KAK, NAPRIMER, RAWNOMERNOE RASPREDELENIE

R(0; �); � > 0 I RASPREDELENIE kO[I NE QWLQ@TSQ \KSPONENCIALXNYMI SE-

MEJSTWAMI. zAMETIM TAKVE, ^TO POLUPRQMOE PROIZWEDENIE \KSPONENCIALX-

NYH STRUKTUR TAKVE QWLQETSQ \KSPONENCIALXNOJ STRUKTUROJ. tO ESTX, ESLI

X = (X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RASPREDEL<NNYE NABL@DENIQ,

KAVDOE IZ KOTORYH IMEET PLOTNOSTX WIDA (16.1.1), TO SOWMESTNAQ PLOTNOSTX

X TAKVE QWLQETSQ \KSPONENCIALXNOJ.

iNOGDA ISPOLXZU@T BOLEE ESTESTWENNU@ PARAMETRIZACI@ WKL@^AQ MNO-

VITELX h(x) W DOMINIRU@]U@ MERU �, TO ESTX OTNOSITELXNO MERY d~�(x) =

h(x)d�(x) RASSMATRIWA@T SEMEJSTWA WIDA (KANONI^ESKAQ FORMA \KSPONENCI-

ALXNOGO SEMEJSTWA)

p�(x) = C(�) exp

(
kX
j=1

�jUj(x)

)
; � 2 � � Rk: (16:1:2)

pRAWAQ ^ASTX (16.1.2), ESLI E< INTEGRAL KONE^EN, MOVET BYTX NADLEVA]IM

WYBOROM C(�) PREWRA]ENA W PLOTNOSTX WEROQTNOSTI. mNOVESTWO 
 PARA-

METRI^ESKIH TO^EK � 2 �, DLQ KOTORYH \TO IMEET MESTO, NAZYWAETSQ ESTES-

TWENNYM PARAMETRI^ESKIM PROSTRANSTWOM \KSPONENCIALXNOGO SEMEJSTWA
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(16.1.2), TO ESTX


 =
n
� :

Z
exp

� kX
j=1

�jUj(x)
�
h(x)d�(x) <1

o
: (16:1:3)

tEOREMA 16.1.1.

1) eSTESTWENNOE PARAMETRI^ESKOE PROSTRANSTWO 
 \KSPONENCIALXNOGO

SEMEJSTWA (16.1.2) WYPUKLO.

2) dLQ L@BOJ OGRANI^ENNOJ IZMERIMOJ FUNKCII f(x) INTEGRAL

Z
f(x) exp

� kX
j=1

�jUj(x)
�
h(x)d�(x);

RASSMATRIWAEMYJ KAK FUNKCIQ KOMPLEKSNYH PEREMENNYH �j = �j +

i�j ; j = 1; � � � ; k QWLQETSQ ANALITI^ESKOJ FUNKCIEJ PO KAVDOJ IZ

\TIH PEREMENNYH W OBLASTI 
 PARAMETRI^ESKIH TO^EK, DLQ KOTORYH

(�1; � � � ; �k) QWLQETSQ WNUTRENNEJ TO^KOJ ESTESTWENNOGO PARAMETRI-
^ESKOGO PROSTRANSTWA 
. pROIZWODNYE L@BOGO PORQDKA OT \TOGO IN-

TEGRALA PO � MOGUT WY^ISLQTXSQ DIFFERENCIROWANIEM POD ZNAKOM

INTEGRALA.

3) eSLI PLOTNOSTX p�(x) IMEET WID (16.1.2) I FUNKCIQ C(�) DWAVDY

DIFFERENCIRUEMA, TO SPRAWEDLIWY RAWENSTWA

E�Uj(X) = �@ logC(�)
@�j

; Cov�(Ui(X); Uj(X)) = �@
2 logC(�)

@�i@�j
:

4) eSLI PLOTNOSTX p�(x) IMEET WID (16.1.2), TO DLQ L@BOGO � IZ WNUT-

RENNOSTI ESTESTWENNOGO PARAMETRI^ESKOGO PROSTRANSTWA 
 W NE-

KOTOROJ OKRESTNOSTI NULQ SU]ESTWU@T PROIZWODQ]IE FUNKCII MO-

MENTOW I SEMIINWARIANTOW M�(s) I K�(s); s 2 Rk STATISTIKI

T (X) =
�
U1(X); � � � ; Uk(X)

�
I ONI IME@T WID

M�(s) = E� expfs1U1(X) + � � �+ skUk(X)g = C(�)

C(� + s)
;

K�(s) = logM�(s) = logC(�)� logC(� + s); s = (s1; � � � ; sk):
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5) pUSTX X IMEET RASPREDELENIE S PLOTNOSTX@ p�(x) WIDA (16.1.2),

TOGDA SU]ESTWUET MERA �� (ZAWISQ]AQ OT T ) TAKAQ, ^TO RASPREDE-

LENIE STATISTIKI

T (X) =
�
U1(X); � � � ; Uk(X)

�
TAKVE PRINADLEVIT \KSPONENCIALXNOMU SEMEJSTWU WIDA

�p�(t) = C(�) exp

(
kX
j=1

�jtj

)
; � 2 � � Rk; t = (t1; � � � ; tk) 2 Rk:

6) pUSTX X IMEET RASPREDELENIE S PLOTNOSTX@ p�(x) WIDA (16.1.2),

TOGDA USLOWNOE RASPREDELENIE STATISTIKI

Tr(X) =
�
U1(X); � � � ; Ur(X)

�
; r = 1; � � � ; k � 1

PRI DANNOM �Tr(X) = t 2 Rk�r
, GDE

�Tr(X) =
�
Ur+1(X); � � � ; Uk(X)

�
; r = 1; � � � ; k � 1

TAKVE PRINADLEVIT \KSPONENCIALXNOMU SEMEJSTWU WIDA (OTNOSI-

TELXNO MERY �t)

p�t(u) = Ct(�) exp

(
rX
j=1

�juj

)
; � 2 � � Rk; u = (u1; � � � ; ur) 2 Rr:

dOKAZATELXSTWO.

1) pUSTX (��1; � � � ; ��k) I (~�1; � � � ; ~�k) { DWE PARAMETRI^ESKIE TO^KI, PRINAD-
LEVA]IE MNOVESTWU 
, TOGDA IZ NERAWENSTWA g<LXDERA DLQ L@BOGO

0 < 
 < 1 SLEDUET, ^TO

Z
exp

� kX
j=1

(
��j + (1� 
)~�j)Uj(x)
�
h(x)d�(x) �

�
 Z

exp
� kX
j=1

��jUj(x)
�
h(x)d�(x)

!
 Z
exp

� kX
j=1

~�jUj(x)
�
h(x)d�(x)

!1�


<1;

TO ESTX TO^KA (
��1+ (1� 
)~�1; � � � ; 
��k + (1� 
)~�k) TAKVE PRINADLEVIT

.
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2) rASSMATRIWAEMYJ INTEGRAL DEJSTWITELXNO SU]ESTWUET PRI WSEH

(�1; � � � ; �k) 2 
, POSKOLXKU, ESLI jf(x)j � D; x 2 X , TO
�����
Z
f(x) exp

� kX
j=1

�jUj(x)
�
h(x)d�(x)

����� � D

Z
exp

� kX
j=1

�jUj(x)
�
h(x)d�(x) <1:

dOKAVEM TEPERX ANALITI^NOSTX RASSMATRIWAEMOGO INTEGRALA, NAPRI-

MER, PO �1. wYDELQQ W PODINTEGRALXNOM WYRAVENII DEJSTWITELXNU@ I

MNIMU@ ^ASTI I RAZLAGAQ KAVDU@ IZ POSLEDNIH NA POLOVITELXNU@ I

OTRICATELXNU@ ^ASTI, WKL@^AQ ZATEM NADLEVA]IE MNOVITELI W MERU

� POLU^IM, ^TO TREBUEMYJ REZULXTAT DOSTATO^NO DOKAZATX DLQ INTEG-

RALOW WIDA

g(�1) =

Z
exp

�
�1U1(x)

�
d��(x):

pUSTX (��1 ; � � � ; ��k) 2 
 { NEKOTORAQ WNUTRENNQQ TO^KA MNOVESTWA 
,

TOGDA SU]ESTWUET � > 0 TAKOE, ^TO g(�1) KONE^NA PRI WSEH �1 TAKIH,

^TO j�1 � ��1j < �; ��1 = ��1 + i��1 . rASSMOTRIM RAZNOSTNOE OTNO[ENIE

g(�1)� g(��1)

�1 � ��1
=

Z
expf�1U1(x)g � expf��1U1(x)g

�1 � ��1
d��(x) =

=

Z
expf��1U1(x)g

 
expf(�1 � ��1)U1(x)g � 1

�1 � ��1

!
d��(x):

pRIMENIM K PODINTEGRALXNOMU WYRAVENI@ NERAWENSTWO

�����expfazg � 1

z

����� =
�����
aZ
0

expftzgdt
����� �

�
jajZ
0

expft�gdt � 1

�
e�jaj; PRI jzj � �;

POLU^IM, ^TO ONO NE PREWOSHODIT

j expf��1U1(x) + �jU1(x)jgj
�

� j expf(��1 + �)U1(x)gj+ j expf(��1 � �)U1(x)gj
�

;

PRI j�1 � ��1j < �. pOSKOLXKU POSLEDNEE WYRAVENIE INTEGRIRUEMO OT-

NOSITELXNO ��, TO IZ tEOREMY lEBEGA O MAVORIRUEMOJ SHODIMOSTI (SM.
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lEKCIQ 10, P.8) SLEDUET, ^TO DLQ L@BOJ POSLEDOWATELXNOSTI TO^EK �1n 2
�
, SHODQ]EJSQ K ��1, RAZNOSTNOE OTNO[ENIE g(�1n) STREMITSQ KZ

U1(x) exp
�
��1U1(x)

�
d��(x):

|TIM ZAWER[AETSQ DOKAZATELXSTWO PERWOGO UTWERVDENIQ I DOKAZYWA-

ETSQ WTOROE UTWERVDENIE DLQ SLU^AQ PERWOJ PROIZWODNOJ. dOKAZATELX-

STWO DLQ WYS[IH PROIZWODNYH PROWODITSQ ANALOGI^NYM OBRAZOM PO

INDUKCII.

3) dOKAZATELXSTWO NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ WOZMOVNOSTI DIFFEREN-

CIROWANIQ POD ZNAKOM INTEGRALA TOVDESTWA

C(�)

Z
exp

� kX
j=1

�jUj(x)
�
h(x)d�(x) � 1;

POSKOLXKU, NAPRIMER, IMEEM

@C(�)

@�j
�
Z
exp

� kX
i=1

�iUi(x)
�
h(x)d�(x)+

+C(�)

Z
Uj(x) exp

� kX
i=1

�iUi(x)
�
h(x)d�(x) � @ logC(�)

@�j
+ E�Uj(X) � 0:

4) dOKAZATELXSTWO SLEDUET IZ SOOTNO[ENIQ

M�(s) = E� expfs1U1(X) + � � �+ skUk(X)g =

= C(�)

Z
exp

� kX
j=1

(sj + �j)Uj(x)
�
h(x)d�(x) =

C(�)

C(� + s)
;

SPRAWEDLIWOGO W L@BOJ WNUTRENNEJ TO^KE � MNOVESTWA 
 I PRI IZME-

NENII s W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI NULQ.

5) pOSKOLXKU PLOTNOSTX p�(x) ZAWISIT OT T (x), TO DOKAZATELXSTWO NEPO-

SREDSTWENNO SLEDUET IZ FORMULY ZAMENY PEREMENNOGO W INTEGRALE lE-

BEGA (SM. lEKCIQ 2, P. 8)

P�(T (X) 2 B) = P�(X 2 T�1(B)) =

= C(�)

Z
T�1(B)

exp

(
kX
j=1

�jUj(x)

)
h(x)d�(x) =

Z
B

�p�(t)d��(t):
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6) dOKAZATELXSTWO SLEDUET IZ sWOJSTWA 12 USLOWNYH WEROQTNOSTEJ lEK-

CII 5 I DOKAZANNOGO PUNKTA 5.

uTWERVDENIQ 3 I 4 tEOREMY 16.1.1 POZWOLQ@T DOSTATO^NO LEGKO NAHODITX

MOMENTY I SEMIINWARIANTY STATISTIKI

T (X) =
�
U1(X); � � � ; Uk(X)

�
:

pRIMER 16.1.2. pUSTX X IMEET RASPREDELENIE pUASSONA S PARAMETROM � >

0, TO ESTX

X � P(�):
tOGDA PLOTNOSTX p�(x) OTNOSITELXNO S^ITA@]EJ MERY RAWNA

p�(x) =
�x

x!
e�� = e�� expfx log �g 1

x!
; x = 0; 1; � � � ; � > 0:

wWODQ NOWYJ PARAMETR � = log �, POLU^AEM KANONI^ESKOE \KSPONENCIALXNOE

SEMEJSTWO TIPA (16.1.2) S

k = 1; U1(x) = x; C(�) = expf�e�g
I, SLEDOWATELXNO, PROIZWODQ]IE FUNKCII MOMENTOW I SEMIINWARIANTO SOOT-

WETSTWENNO RAWNY

M�(s) = E�e
sX =

C(�)

C(� + s)
= expfe�(es � 1)g = expf�(es � 1)g;

K�(s) = logM�(s) = e�(es � 1) = �(es � 1);

TAK ^TO, W ^ASTNOSTI, WSE SEMIINWARIANTY (SM. (3.1.11)) �j(X) RAWNY � DLQ

WSEH j 2 N I, NAPRIMER, DLQ PERWYH DWUH MOMENTOW SPRAWEDLIWY RAWENSTWA

EX =
@M�(0)

@s
= �; EX2 =

@2M�(0)

@s2
= �(1 + �):

tEOREMA 16.1.2.

1) eSLI X = (X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RASPREDELENNYE NA-

BL@DENIQ, KAVDOE IZ KOTORYH IMEET PLOTNOSTX WIDA (16.1.1), TO

STATISTIKA

T �(X) =
� nX
i=1

U1(Xi); � � � ;
nX
i=1

Uk(Xi)
�

(16:1:4)

QWLQETSQ DOSTATO^NOJ. tAKIM OBRAZOM, SKOLX BY WELIK NI BYL OB_-

EM WYBORKI n � 1, DLQ (X1; � � � ; Xn) WSEGDA SU]ESTWUET k { MERNAQ

DOSTATO^NAQ STATISTIKA.
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2) sTATISTIKA (16.1.4) QWLQETSQ MINIMALXNOJ DOSTATO^NOJ STATIS-

TIKOJ.

3) pUSTX X = (X1; � � � ; Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RASPREDELENNYE

NABL@DENIQ, KAVDOE IZ KOTORYH IMEET PLOTNOSTX WIDA (16.1.1) I

PUSTX SU]ESTWUET PODMNOVESTWO �0 2 � TAKOE, ^TO OBRAZ OTO-

BRAVENIQ

� 2 �0 �! Q(�) = fQ1(�); � � � ; Qk(�)g 2 Rk

SODERVIT HOTQ BY ODNU TO^KU WMESTE S NEKOTOROJ OKRESTNOSTX@

I C(�) 6= 0 W PROOBRAZE \TOJ OKRESTNOSTI. tOGDA DOSTATO^NAQ STA-

TISTIKA

T �(X) =
� nX
i=1

U1(Xi); � � � ;
nX
i=1

Uk(Xi)
�

QWLQETSQ POLNOJ.

dOKAZATELXSTWO.

1) dOKAZATELXSTWO NEPOSREDSTWENNO SLEDUET IZ kRITERIQ fAKTORIZACII

(tEOREMA 7.1.3).

2) dLQ DOKAZATELXSTWA PRIMENIM tEOREMU 15.1.3. pOSKOLXKU FUNKCII

Qi(�); Ui(x); C(�) KONE^NY, A \KSPONENTA W (16.1.1) STROGO POLOVITELX-

NA, TO W KA^ESTWE PRIWILIGEROWANNOGO RASPREDELENIQ P� MOVNO WZQTX
RASPREDELENIE S PLOTNOSTX@ IZ \KSPONENCIALXNOGO SEMEJSTWA

Cn(�) exp

(
kX
j=1

Qj(�)
nX
i=1

Uj(xi)

)
nY
i=1

h(xi);

� 2 � � Rk; xi 2 Rm; i = 1; � � � ; n

W FIKSIROWANNOJ TO^KE �0. pO\TOMU MINIMALXNAQ DOSTATO^NAQ � { AL-

GEBRA POROVDENA FUNKCIQMI WIDA

r(x; �) =
p�(x)

p�0(x)
=

Cn(�)

Cn(�0)
exp

(
kX
j=1

(Qj(�)�Qj(�0))
nX
i=1

Uj(xi)

)
;

x = (x1; � � � ; xn) 2 Rmn, PRI WSEH � 2 �. iZ LINEJNOJ NEZAWISIMOSTI

FUNKCIJ 1; Q1(�); � � � ; Qk(�) SLEDUET LINEJNAQ NEZAWISIMOSTX FUNKCIJ
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Q1(�) � Q1(�0); � � � ; Qk(�) � Qk(�0), A \TO OZNA^AET, ^TO SU]ESTWU@T

TO^KI �1; � � � ; �k 2 � TAKIE, ^TO OPREDELITELX MATRICY S \LEMENTAMI

Qij = Qi(�j)�Qi(�0)

NE RAWEN 0, I PO\TOMU URAWNENIQ

kX
j=1

(Qj(�l)�Qj(�0))
nX
i=1

Uj(xi) = log r(x; �l)� n(logC(�l)� logC(�0));

l = 1; � � � ; k ODNOZNA^NO RAZRE[IMY OTNOSITELXNO T �(x). tAKIM OBRA-

ZOM � { PODALGEBRA, POROVD<NNAQ STATISTIKOJ T �(x) SODERVITSQ W � {

PODALGEBRE, POROVD<NNOJ FUNKCIQMI

r(x; �l); l = 1; � � � ; k;

A \TA � { PODALGEBRA, O^EWIDNO, SODERVITSQ W MINIMALXNOJ DOSTATO^-

NOJ � { PODALGEBRE. iTAK T �(X) { MINIMALXNAQ DOSTATO^NAQ STATIS-

TIKA.

3) o^EWIDNO DOSTATO^NO RASSMOTRETX SLU^AJ n = 1. bUDEM S^ITATX (PRO-

IZWODQ, ESLI NEOBHODIMO, SDWIG W PROSTRANSTWE PARAMETROW), ^TO OBRAZ

Q(�0) MNOVESTWA �0 SODERVIT PRQMOUGOLXNIK WIDA

� = f(q1; � � � ; qk) : �c < qj < c; j = 1; � � � kg; c > 0:

pUSTX DLQ NEKOTOROJ IZMERIMOJ FUNKCII �(t) SPRAWEDLIWO TOVDESTWO

E��(T
�(X)) � 0; � 2 �0: (16:1:5)

nEOBHODIMO DOKAZATX, ^TO

P�(�(T
�(X)) = 0) � 1; � 2 �: (16:1:6)

oBOZNA^IM ^EREZ �+(t) I ��(t) POLOVITELXNU@ I OTRICATELNU@ ^ASTI

FUNKCII �(t), TO ESTX

�+(t) = maxf�(t); 0g; ��(t) = maxf��(t); 0g; �(t) = �+(t)� ��(t):

tOGDA IZ SOOTNO[ENIQ (16.1.5) SLEDUET, ^TO

Z
�+(T �(x)) exp

(
kX
j=1

Qj(�)Uj(x)

)
h(x)d�(x) =
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=

Z
��(T �(x)) exp

(
kX
j=1

Qj(�)Uj(x)

)
h(x)d�(x); � 2 �0: (16:1:7)

pOIZWODQ W TOVDESTWE (16.1.7) ZAMENU PEREMENNYH t = T �(x), POLU^IM
^TO DLQ NEKOTOROJ MERY �(�) SPRAWEDLIWO TOVDESTWO

Z
�+(t) exp

n kX
j=1

qjtj
o
d�(t) =

Z
��(t) exp

n kX
j=1

qjtj
o
)d�(t); (16:1:8)

q = (q1; � � � ; qk) 2 � I W ^ASTNOSTIZ
�+(t)d�(t) =

Z
��(t)d�(t);

PRI \TOM POSLEDNIE INTEGRALY BEZ OGRANI^ENIQ OB]NOSTI MOVNO S^I-

TATX RAWNYMI EDINICE. pOLAGAQ

P
�(B) =

Z
B

��(t)d�(t); B 2 Bk; (16:1:9)

IMEEM, ^TO P+ I P� ESTX WEROQTNOQTNYE MERY NA (Rk; Bk) I PRI \TOM
IZ (16.1.8) SLEDUET, ^TO

Z
exp

n kX
j=1

qjtj
o
dP+(t) =

Z
exp

n kX
j=1

qjtj
o
dP�(t); q = (q1; � � � ; qk) 2 �:

rASSMOTRIM TEPERX \TI INTEGRALY, KAK FUNKCII KOMPLEKSNYH PERE-

MENNYH qj = �j + i�j ; j = 1; � � � ; k. pRI L@BYH FIKSIROWANNYH

q1; � � � ; qj�1; qj+1; � � � ; qk;

DEJSTWITELXNYE ^ASTI KOTORYH LEVAT STROGO WNUTRI PROMEVUTKA OT

�c DO +c, \TI INTEGRALY PO tEOREME 16.1.1, P.2 QWLQ@TSQ ANALITI^ES-

KIMI FUNKCIQMI qj W POLOSE

�j = fqj : �c < �j < +c; �1 < �j < +1g; j = 1; � � � ; k

KOMPLEKSNOJ PLOSKOSTI. pRI FIKSIROWANNYH DEJSTWITELXNYH �2; � � � ; �k,
LEVA]IH MEVDU �c I +c, RAWENSTWO INTEGRALOW IMEET MESTO W POLOSE

�1, W KOTOROJ ONI ANALITI^NY. pO INDUKCII RAWENSTWO MOVET BYTX

RASPROSTRANENO NA MNOGOMERNU@ KOMPLEKSNU@ OBLASTX

f(q1; � � � ; qk) : (�j; �j) 2 �j; j = 1; � � � ; kg:
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oTS@DA, W ^ASTNOSTI, SLEDUET, ^TO PRI WSEH DEJSTWITELXNYH �1; � � � ; �k
Z
exp

n
i
kX
j=1

�jtj
o
dP+(t) =

Z
exp

n
i
kX
j=1

�jtj
o
)dP�(t):

POSLEDNIE INTEGRALY PREDSTAWLQ@T SOBOJ HARAKTERISTI^ESKIE FUNK-

CII (SM. lEKCI@ 3) RASPREDELENIJ P+ I P� SOOTWETSTWENNO, I PO tEORE-
ME EDINSTWENNOSTI DLQ HARAKTERISTI^ESKIH FUNKCIJ, RASPREDELENIQ

P
+ I P� DOLVNY SOWPADATX. nO IZ IH OPREDELENIQ (16.1.9) SLEDUET, ^TO

�+(t) � ��(t); � � PO^TI WS@DU;

I PO\TOMU SPRAWEDLIWO (16.1.6).

pRIMER 16.1.3. pUSTX X IMEET gAMMA { RASPREDELENIE S PARAMETROM

� = (�; �); � > 0; � > 0, TOGDA W pRIMERE 16.1.1 BYLO POKAZANO, ^TO \TO

\KSPONENCIALXNOE SEMEJSTWO S

U1(x) = log x; U2(x) = x; C(�) =
��

�(�)
; Q1(�) = �; Q2(�) = ��;

PO\TOMU PO tEOREME 16.1.2 STATISTIKA

T �(X) =
� nX
i=1

logXi;
nX
i=1

Xi

�

QWLQETSQ POLNOJ MINIMALXNOJ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ. zAMETIM TAKVE,

^TO I \KWIWALENTNAQ STATISTIKA

�T �(X) =
� nY
i=1

Xi;
nX
i=1

Xi

�

TAKVE QWLQETSQ POLNOJ MINIMALXNOJ DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ.
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dO SIH POR IZU^ALISX SWOJSTWA I METODY POSTROENIQ TO^E^NYH OCENOK

NEIZWESTNOGO PARAMETRA �. w lEKCII RASSMATRIWAETSQ DRUGOJ PODHOD K

PROBLEME, KOGDA NEIZWESTNOE ZNA^ENIE PARAMETRA � OCENIWAETSQ S POMO-

]X@ MNOVESTWA.

17.1 doweritelxnoe oceniwanie

pUSTX (X ; F ; fP�; � 2 �g) { DOMINIRUEMAQ STATISTI^ESKAQ STRUKTURA I

(�; U) { PROSTRANSTWO RE[ENIJ. pUSTX g(�) NEKOTORAQ OCENIWAEMAQ IZME-
RIMAQ FUNKCIQ, ZADANNAQ NA � I DEJSTWU@]AQ W NEKOTOROE IZMERIMOE PRO-

STRANSTWO (�;W). pREDPOLOVIM, ^TO PO REZULXTATAM NABL@DENIJX = x MY

HOTIM "OCENITX" ZNA^ENIE g(�) S POMO]X@ NEKOTOROGO MNOVESTWA C(x) 2
W. w \TOM SLU^AE ESTESTWENNO POLOVITX � =W. bUDEM RASSMOTRIM TOLXKO

WYROVDENNYE STRATEGII

S(x;D) = 1D(C(x)); D 2 U

I OTOVDESTIM IH S MNOVESTWOM C(x) 2 W. rASSMOTRIM FUNKCI@ POTERX

(SM. oPREDELENIE 8.2.1) L(�; d) WIDA

L(�; d) =

(
0, g(�) 2 d
1, g(�) =2 d; d 2 W:

tOGDA SREDNIE POTERI (SM. oPREDELENIE 8.2.1) RAWNY

WS(�; x) =

Z
L(�; �)dS(x; �) = L(�; C(x))

175
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I RISK PREDSTAWLQET SOBOJ WEROQTNOSTX "NEPOKRYTIQ" ZNA^ENIQ g(�) SLU^AJ-

NYM MNOVESTWOM C(X)

R(�; C) = E�WS(�;X) = E�L(�; C(X)) = P�(g(�) =2 C(X)):

oPREDELENIE 17.1.1.

1) sEMEJSTWO MNOVESTW C(x) 2 W; x 2 X NAZYWAETSQ SEMEJSTWOM

DOWERITELXNYH MNOVESTW, ESLI

fx : g(�) 2 C(x)g 2 F ; DLQ WSEH � 2 �:

2) wELI^INA


C(�) = P�(g(�) 2 C(X))

NAZYWAETSQ DOWERITELXNOJ WEROQTNOSTX@, A ^ISLO


C = inf
�2�


C(�)

NAZYWAETSQ KO\FFICIENTOM DOWERIQ SEMEJSTWA DOWERITELXNYH MNO-

VESTW C(x) 2 W; x 2 X .

zAMETIM, ^TO PERWAQ ^ASTX oPREDELENIQ 17.1.1 OZNA^AET PROSTO, ^TO

OPREDELENY WEROQTNOSTI WIDA

P�(g(�) 2 C(X)); DLQ WSEH � 2 �:

~ASTO WSTRE^AETSQ SITUACIQ, KOGDA � = R1; W = B1, A SEMEJSTWO DOWE-

RITELXNYH MNOVESTW C(x); x 2 X QWLQ@TSQ INTERWALAMI WIDA (a(x); b(x)),

TOGDA W \TOM SLU^AE C(x) NAZYWA@TSQ DOWERITELXNYMI INTERWALAMI, A a(x)

I b(x) { DOWERITELXNYMI GRANICAMI. oBY^NO ZADA@TSQ ^ISLOM (BLIZKIM K

EDINICE) 1��; � 2 (0; 1) I RASSMATRIWA@T TOLXKO TE DOWERITELXNYE MNOVES-

TWA C(x), DLQ KOTORYH DOWERITELXNAQ WEROQTNOSTX OGRANI^ENA SNIZU \TIM

^ISLOM 
C(�) � 1� �, DLQ WSEH � 2 �, TO ESTX OGRANI^IWA@T RISK SWERHU

R(�; C) = 1� P�(g(�) 2 C(X)) = 1� 
C(�) � 1� (1� �) = �; � 2 �:

rASSMOTRIM OB]IJ SPOSOB POSTROENIQ DOWERITELXNYH MNOVESTW. pUSTX SNA-

^ALA g(�) = � 2 � I DLQ KAVDOGO � POSTROIM MNOVESTWO S� 2 F TAKOE, ^TO

P�(X 2 S�) � 1� �:
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pOLOVIM

C(x) = f� : x 2 S�g;

TOGDA C(X) { DOWERITELXNOE MNOVESTWO S KO\FFICIENTOM DOWERIQ NE MENX-

[IM ^EM 1� �, POSKOLXKU

P�(� 2 C(X)) = P�(X 2 S�) � 1� �:

w OB]EM SLU^AE DLQ FUNKCII g(�) RASSMOTRIM MNOVESTWA Sg; g 2 � TAKIE,

^TO

inf
�: g(�)=g

P�(X 2 Sg) � 1� �; DLQ WSEH g 2 �:

pOLOVIM

C(X) = fg 2 � : x 2 Sgg;

TOGDA

P�(g(�) 2 C(X)) = P�(X 2 Sg(�)) �

� inf
��: g(��)=g(�)

P�(X 2 Sg(�)) � 1� �:

|TOT METOD OSNOWAN NA SAMIH NABL@DENIQH X. oTMETIM, ^TO \TOT METOD

PRIMENIM DLQ SLU^AQ PROIZWOLXNOGO MNOVESTWA � I , W ^ASTNOSTI, W SLU^AE

WEKTORNOGO PARAMETRA �. oTMETIM TAKVE, ^TO POLU^AEMOE DOWERITELXNOE

MNOVESTWO C(X) NEODNOZNA^NO, POSKOLXKU PRI ZADANNOM 1 � � MNOVESTWA

Sg MOVNO WYBRATX RAZLI^NYMI SPOSOBAMI I ZADA^A SOSTOIT W POSTROENII

DOWERITELXNOGO MNOVESTWA MINIMALXNYH "RAZMEROW", OBESPE^IWA@]EGO NAI-

BOLEE TO^NU@ (PRI ZADANNOM 1� �) LOKALIZACI@ OCENIWAEMOJ FUNKCII.

rASSMOTRIM TEPERX DRUGIE METODY POSTROENIQ DOWERITELXNYH MNOVESTW.

17.2 metodpostroeniq doweritelxnyh

interwalow, osnowannyj na cen-

tralxnyh statistikah

rASSMOTRIM DLQ PROSTOTY SLU^AJ SKALQRNOGO PARAMETRA � 2 � � R1

oPREDELENIE 17.2.1.wE]ESTWENNAQ FUNKCIQ G(�;X), OPREDELENNAQ NA

��X , NAZYWAETSQ CENTRALXNOJ STATISTIKOJ, ESLI

1) pRI KAVDOM � 2 � FUNKCIQ RAPREDELENIQ SLU^AJNYH WELI^IN G(�;X)

NEPRERYWNA I NE ZAWISIT OT �.
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2) dLQ WSEH x 2 X FUNKCIQ G(�; x) NEPRERYWNA I STROGO MONOTONNA PO

� 2 �.

pOSTROIM DOWERITELXNOE MNOVESTWO S POMO]X@ CENTRALXNOJ STATISTI-

KI. pOSKOLXKU E< FUNKCIQ RASPREDELENIQ NEPRERYWNA I NE ZAWISIT OT �, TO

DLQ L@BOGO � 2 (0; 1) SU]ESTWU@T ^ISLA �1 < �2 (NE ZAWISQ]IE OT �) TAKIE,

^TO

P�(�1 < G(�;X) < �2) = 1� �; � 2 (0; 1); � 2 �:

pOSKOLXKU FUNKCIQ G(�; x) STROGO MONOTONNA I NEPRERYWNA PO �, TO PRI

KAVDOM x 2 X SU]ESTWU@T RE[ENIQ OTNOSITELXNO � URAWNENIJ

G(�; x) = �1; G(�; x) = �2: (17:2:1)

oBOZNA^IM \TI RE[ENIQ ^EREZ u(x) I v(x). pREDPOLOVIM, NAPRIMER, ^TO

FUNKCIQ G(�; x) STROGO WOZRASTAET PO �, TOGDA u(x) < v(x) I SPRAWEDLIWY

SOOTNO[ENIQ

P�(u(X) < � < v(X)) = P�(G(u(X);X) < G(�;X) < G(v(X);X)) =

= P�(�1 < G(�;X) < �2) = 1� �;

TO ESTX MNOVESTWO C(X) = (u(X); v(X)) QWLQETSQ DOWERITELXNYM INTER-

WALOM S KO\FFICIENTOM DOWERIQ 1� �. tAKIM OBRAZOM DOKAZANA SLEDU@]AQ

tEOREMA.

tEOREMA 17.2.1.pUSTX G(�;X) { CENTRALXNAQ STATISTIKA I u(x); v(x)

{ RE[ENIQ PRI KAVDOM x 2 X OTNOSITELXNO � URAWNENIJ (17.2.1), GDE

�1 < �2 I TAKIE, ^TO

P�(�1 < G(�;X) < �2) = 1� �; � 2 (0; 1):

tOGDA, ESLI FUNKCIQ G(�; x) STROGO WOZRASTAET PO �, TO (u(X); v(X)) {

DOWERITELXNYJ INTERWAL S KO\FFICIENTOM DOWERIQ 1��. eSLI VE G(�; x)
STROGO UBYWAET �, TO (v(X); u(X)) { DOWERITELXNYJ INTERWAL S KO\FFI-

CIENTOM DOWERIQ 1� �.

w KAVDOM KONKRETNOM SLU^AE PRI POSTROENII CENTRALXNOJ STATISTIKI

PRIHODITSQ U^ITYWATX SPECIFIKU RASSMATRIWAEMOJ MODELI, ODNAKO MOVNO

WYDELITX KLASS MODELEJ, DLQ KOTORYH CENTRALXNAQ STATISTIKA WSEGDA SU-

]ESTWUET I IMEET DOSTATO^NO PROSTOJ WID.

tEOREMA 17.2.2.pUSTX NABL@DENIQ X IME@T WID X = (X1; � � � ;Xn),

GDE Xi; i = 1; � � � ; n NEZAWISIMY I ODINAKOWO RASPREDELENY. pREDPOLOVIM,
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^TO FUNKCIQ RASPREDELENIQ F (x; �) NABL@DENIQ X1 NEPRERYWNA I STROGO

MONOTONNA PO � 2 �. tOGDA STATISTIKA

G(�;X) = �
nX
i=1

logF (Xi; �)

QWLQETSQ CENTRALXNOJ I DOWERITELXNYJ INTERWAL S KO\FFICIENTOM DOWE-

RIQ 1 � �; � 2 (0; 1) IMEET WID (u(X); v(X)), GDE u(X) < v(X) { RE[ENIQ

OTNOSITELXNO � URAWNENIJ

�
nX
i=1

logF (Xi; �) = �1; �
nX
i=1

logF (Xi; �) = �2 (17:2:2)

GDE �1 I �2 UDOWLETWORQ@T RAWENSTWU

1

(n� 1)!

�2Z
�1

xn�1e�xdx = 1� �:

dOKAZATELXSTWO. pOSKOLXKU SLAGAEMYE F (Xi; �) NEZAWISIMY I IME@T

RAWNOMERNOE R(0; 1) RASPREDELENIE (SM. tEOREMU 17.3.1), TO RASPREDELENIE

STATISTIKIG(�;X) SOWPADAET S GAMMA-RASPREDELENIEM S PARAMETRAMI (1; n).

zAMETIM, ^TO NAIBOLX[AQ TRUDNOSTX W PRIMENENII tEOREMY 17.2.2, WOZ-

NIKAET PRI NAHOVDENII RE[ENIJ URAWNENIJ (17.2.2).

17.3 postroenie doweritelxnyhmnovestw

s ispolxzowaniem funkcij ras-

predeleniq statistik

rASSMOTRIM DRUGOJ METOD POSTROENIQ DOWERITELXNYH MNOVESTW, OSNOWAN-

NYJ NA SLEDU@]EJ tEOREME.

tEOREMA 17.3.1. pUSTX SLU^AJNAQ WELI^INA X IMEET FUNKCI@ RASPRE-

DELENIQ F (x), TOGDA DLQ L@BOGO y 2 [0; 1], SPRAWEDLIWY NERAWENSTWA

P(F (X + 0) � y) � y � P(F (X) < y):
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dOKAZATELXSTWO. dOKAVEM SNA^ALA PRAWOE NERAWENSTWO IZ FORMULI-

ROWKI tEOREMY. nAPOMNIM, ^TO FUNKCIQ RASPREDELENIQ F (x) = P(X < x)

NEPRERYWNA SLEWA, TO ESTX

F (x) = lim
"#0

F (x� "); P(X � x) = lim
"#0

F (x+ ") = F (x+ 0):

dLQ L@BOGO y 2 [0; 1] OPREDELIM ^ISLO z = supfx : F (x) < yg, TOGDA, ESLI
DLQ y = 1, z = 1, TO P(F (X) < 1) = 1 I DLQ y = 1 UTWERVDENIE DOKAZANO.

pO\TOMU BUDEM PREDPOLAGATX, ^TO z < 1. pO OPREDELENI@ SUPREMUMA \TO

^ISLO OBLADAET SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI

1) dLQ L@BOGO " > 0 SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO F (z � ") < y.

2) F (z + ") � y.

pO\TOMU USTREMLQQ " > 0 K NUL@ W \TIH NERAWENSTWAH, POLU^IM F (z) � y �
F (z + 0). rASSMOTRIM DWA SLU^AQ

1) pUSTX F (z) = y. tOGDA

P(F (X) < y) = P(X < z) = F (z) = y:

2) pUSTX F (z) < y, TOGDA

P(F (X) < y) = P(X � z) = F (z + 0) � y:

tO ESTX W L@BOM SLU^AE P(F (x) < yg � y I PRAWOE NERAWENSTWO DOKAZANO.

dOKAVEM TEPERX LEWOE NERAWENSTWO. s \TOJ CELX@ RASSMOTRIM SLU^AJNU@

WELI^INU Y = �X. tOGDA

G(x) = P(Y < x) = P(X > �x) = 1� F (�x+ 0)

I PO DOKAZANNOMU

x � P(G(Y ) < x) = P(F (X + 0) > 1� x) = 1� P(F (X + 0) � 1� x);

POLAGAQ y = 1� x, POLU^IM P(F (X + 0) � y) � y.

sLEDSTWIE 17.3.1. eSLI FUNKCIQ RASPREDELENIQ F (x) NEPRERYWNA, TO

P(F (X) < y) = y = P(F (X) � y);

TO ESTX SLU^AJNAQ WELI^INA F (X) IMEET RAWNOMERNOE RASPREDELENIE F (X) �
R(0; 1).
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dLQ DOKAZATELXSTWA DOSTATO^NO ZAMETITX, ^TO

P(F (X + 0) � y) = P(F (X) � y) � P(F (X) < y):

pRIMENIM \TU tEOREMU K POSTROENI@ DOWERITELXNYH MNOVESTW. s \TOJ

CELX@ PREDPOLOVIM, ^TO IMEETSQ STATISTIKA T (X) S FUNKCIEJ RASPREDE-

LENIQ F (t; �); � 2 �.

tEOREMA 17.3.2. pUSTX STATISTIKA T (X) IMEET FUNKCI@ RASPREDE-

LENIQ F (t; �); � 2 � I ^ISLA �1 2 (0; 1); �2 2 (0; 1) TAKOWY, ^TO �1+�2 < 1.

tOGDA MNOVESTWa

C1(X) = f� : F (T (X); �) < 1� �1g; C2(X) = f� : F (T (X) + 0; �) > �2g;

C(X) = C1(X) \ C2(X)

QWLQ@TSQ DOWERITELXNYMI MNOVESTWAMI S KO\FFICIENTAMI DOWERIQ NE

MENX[IMI SOOTWETSTWENNO 1� �1; 1� �2; 1� �1 � �2.

dOKAZATELXSTWO.pRIMENIMtEOREMU 17.3.1 SX = T (X); F (t) = F (t; �).

iMEEM

P�(� 2 C1(X)) = P�(F (T (X); �) < 1� �1) � 1� �1;

P�(� 2 C2(X)) = P�(F (T (X)+0; �) > �2) = 1�P�(F (T (X)+0; �) � �2) � 1��2;
P�(� 2 C1(X) \ C2(X)) = P�(F (T (X); �) < 1� �1; F (T (X) + 0; �) > �2) =

= P�(F (T (X); �) < 1��1)�P�(F (T (X); �) < 1��1; F (T (X)+0; �) � �2) �
� P�(F (T (X); �) < 1� �1)� P�(F (T (X) + 0; �) � �2) � 1� �1 � �2:

pRIMER 17.3.1. pUSTX NABL@DENIQ X IME@T WID X = (X1; � � � ;Xn), GDE

Xi; i = 1; � � � ; n { NEZAWISIMY I ODINAKOWO NORMALXNO RASPREDELENY

Xi � N (�; 1); i = 1; � � � ; n; � 2 � = R1:

nAILU^[EJ OCENKOJ DLQ PARAMETRA � QWLQETSQ

T (X) = X =
1

n

nX
i=1

Xi � N (�; 1=n); F (t; �) = �(
p
n(t� �)):

pRIMENIM POSLEDN@@ tEOREMU DLQ POSTOROENIQ DOWERITELXNOGO MNOVESTWA

C(X), ISPOLXZUQ STATISTIKU T (X). iMEEM PRI �1 + �2 < 1

C1(X) = f� : �(
p
n(X � �)) < 1� �1g = f� :

p
n(X � �) < u1��1g =
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=

�
� : � > X � u1��1p

n

�
=
�
X � u1��p

n
; +1

�
;

C2(X) = f� : �(
p
n(X � �)) > �2g =

�
�1; X � u�2p

n

�
;

C(X) =
�
X � u1��1p

n
; X � u�2p

n

�
; GDE �(u�) = �:

pUSTX TEPERX NEOBHODIMO POSTROITX DOWERITELXNOE MNOVESTWO DLQ ZNA^ENIJ

FUNKCII g(�), KOTORAQ NE OBQZANA BYTX ODNOZNA^NOJ. tOGDA WMESTO FUNKCII

F (t; �) DOSTATO^NO RASSMOTRETX FUNKCI@

H(t; g) = inf
�:g(�)=g

F (t; �); g 2 �

I OPREDELITX MNOVESTWA

C1(X) = fg 2 � : H(T (X); g) < 1��1g; C2(X) = fg 2 � : H(T (X)+0; g) > �2g;

C(X) = C1(X) \ C2(X):

sPRAWEDLIWA SLEDU@]AQ tEOREMA.

tEOREMA 17.3.3 mNOVESTWA Ci(X); i = 1; 2; 3, OPREDELENNYE WY[E, QW-

LQ@TSQ DOWERITELXNYMI MNOVESTWAMI DLQ g(�) S KO\FFICIENTAMI DOWE-

RIQ NE MENX[E, SOOTWETSTWENNO, ^EM 1� �1; 1� �2; 1� �1 � �2.

dOKAZATELXSTWO. dOKAZATELXSTWO tEOREMY POLNOSTX@ ANALOGI^NO DO-

KAZATELXSTWU tEOREMY 17.3.2. dOKAVEM tEOREMU, NAPRIMER, DLQ MNOVESTWA

C1(X)

P�(g(�) 2 C1(X)) = P�(H(T (X); g(�)) < 1� �1) =

= P�

�
inf

��:g(��)=g(�)
F (T (X); �) < 1� �1

�
� P�(F (T (X); �) < 1� �1) � 1� �1:

17.4 asimptoti~eskie doweritelxnye

interwaly

pREDPOLOVIM, ^TO SU]ESTWUET OCENKA Tn = Tn(Xn) PARAMETRA �, KOTORAQ

PRI n ! 1 SOSTOQTELXNA (SM. lEKCI@ 12) I ASIMPTOTI^ESKI NORMALXNA S

PARAMETRAMI (�; �2(�)), TO ESTX DLQ L@BOGO " > 0

P�(jTn(Xn)� �j > ")! 0; n!1; (17:4:1)
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I

P�(
p
n(Tn(Xn)� �)=�(�) < x)! �(x): (17:4:2)

tOGDA SPRAWEDLIWA SLEDU@]AQ

tEOREMA 17.4.1. pUSTX WYPOLNENY SOOTNO[ENIQ (17.4.1) I (17.4.2) I

FUNKCIQ �(�) NEPRERYWNA PO � 2 �, TOGDA DLQ L@BOGO � 2 (0; 1) INTERWAL

WIDA�
Tn(Xn)� n�1=2u1��=2�(Tn(Xn)); Tn(Xn) + n�1=2u1��=2�(Tn(Xn))

�
;

GDE �(u
) = 
 2 (0; 1), QWLQETSQ ASIMPTOTI^ESKIM DOWERITELXNYM INTER-

WALOM S KO\FFICIENTOM DOWERIQ 1� �, TO ESTX

P�

�
Tn(Xn)�n�1=2u1��=2�(Tn(Xn)) < � < Tn(Xn)+n

�1=2u1��=2�(Tn(Xn))
�
!

! 1� �; n!1; � 2 �:

dOKAZATELXSTWO. iZ SOOTNO[ENIQ (17.4.2) SLEDUET, ^TO

P�(
p
njTn(Xn)� �j=�(�) < u1��=2)! �(u1��=2)� �(�u1��=2) =

= 2�(u1��=2)� 1 = 2� �� 1 = 1� �:

pO USLOWI@ FUNKCIQ �(�) NEPRERYWNA, PO\TOMU IZ tEOREMY 12.1.2 SLEDUET,

^TO

�(Tn(Xn))
Pn��! �(�); n!1:

tAKIM OBRAZOM, U^ITYWAQ SWOJSTWO SLABOJ SHODIMOSTI, IMEEM

P�(
p
njTn(Xn)� �j=�(Tn(Xn)) < u1��=2)! 1� �; n!1; � 2 �:

rAZRE[AQ NERAWENSTWA POD ZNAKOM WEROQTNOSTI OTNOSITELXNO �, POLU^IM

ISKOMYJ DOWERITELXNYJ INTERWAL.

zAMETIM, ^TO ASIMPTOTI^ESKIJ DOWERITELXNYJ INTERWAL BUDET TEM KO-

RO^E, ^EM "MENX[E" FUNKCIQ �2(�), PO\TOMU PRI POSTROENII ASIMPTOTI^ES-

KIH DOWERITELXNYH INTERWALOW, PO-WIDIMOMU, RAZUMNO ISPOLXZOWATX OCENKI

Tn(Xn), IME@]IE MINIMALXNU@ DISPERSI@ (SM. lEKCII 9 { 11).

pRIMER17.4.1 pUSTX Xn = (X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RAS-

PREDEL<NNYE BERNULLIEWSKIE NABL@DENIQ

Xi � B(1; �); � 2 � = (0; 1); i = 1; � � � ; n:
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tOGDA OPTIMALXNAQ OCENKA DLQ PARAMETRA � IMEET WID

Tn(Xn) = X =
1

n

nX
i=1

Xi:

u^ITYWAQ zAKON bOLX[IH ~ISEL (lEKCIQ 4, P.6), IMEEM

Tn(Xn)
Pn��! �; n!1

I W SILU cENTRALXNOJ pREDELXNOJ tEOREMY (lEKCIQ 4, P.5) SPRAWEDLIWO

SOOTNO[ENIE

Lim
n!1

P�

�p
n(�(1� �))�1=2(Tn(Xn)� �) < x

�
= �(x);

TO ESTX W \TOM SLU^AE �2(�) = �(1 � �) I \TA FUNKCIQ NEPRERYWNA. iTAK,

ASIMPTOTI^ESKIJ DOWERITELXNYJ INTERWAL S KO\FFICIENTOM DOWERIQ 1� �

ESTX �
X � u1��=2n

�1=2
q
X(1�X); X + u1��=2n

�1=2
q
X(1�X)

�
:
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w lEKCII RASSMATRIWAETSQ WWEDENIE W \MPIRI^ESKU@ BAJESOWSKU@ PROBLE-

MU RE[ENIJ.

18.1 struktura bajesowskih re{enij

rASSMOTRIM SITUACI@, KOGDA MNOGOKRATNO WOZNIKAET ODNOTIPNAQ STATISTI-

^ESKAQ ZADA^A, NAPRIMER, ZADA^A PROWERKI GIPOTEZ ILI OCENIWANIQ PARAMET-

ROW. pRI \TOM W PRO[LOM MNOGOKRATNO NABL@DA@TSQ SLU^AJNYE WELI^INY

S PLOTNOSTX@ WIDA (SMESX)

pQ(x) =

Z
�

p�(x)Q(�):

kAK I PRI BAJESOWSKOM PODHODE, BUDEM S^ITATX, ^TO NA � ZADANO APRIORNOE

RASPREDELENIE Q(�) I PREDPOLOGAETSQ, ^TO KAVDYJ RAZ (NENABL@DAEMYJ) PA-
RAMETR � POROVDAETSQ SLU^AJNO W SOOTWETSTWII S \TIM RASPREDELENIEM NA

�, TO ESTX � QWLQETSQ ZNA^ENIEM SLU^AJNOJ WELI^ENY �, IME@]EJ RASPREDE-

LENIE Q(�). pOSLE \TOGO SLU^AJNAQ WELI^INA X POROVDAETSQ W SOOTWETSTWII

S RASPREDELENIEM, ZADANNYM USLOWNOJ PLOTNOSTX@ p�(x) = p(x j � = �). pRI

KAVDOM � 2 � FUNKCIQ p�(x) PREDPOLAGAETSQ IZWESTNOJ. zDESX RASSMATRI-

WAESQ ZADA^A "OCENIWANIQ" TEKU]EGO ZNA^ENIQ �.

w PROTIWOPOLOVNOSTX ^ISTO BAJESOWSKOJ SHEME ZDESX NET NEOBHODIMOSTI

TO^NO ZADAWATX APRIORNOE RASPREDELENIE, W SOOTWETSTWII S KOTORYM POROV-

DAETSQ �. pRI \MPIRI^ESKOM BAJESOWSKOM PODHODE NEOBHODIMO TOLXKO OPRE-

DELITX SEMEJSTWO APRIORNYH RASPREDELENIJ, KOTOROMU PRINADLEVIT Q(�).
zADA^A SOSTOIT W TOM, ^TOBY POSTROITX TAKU@ POSLEDOWATELXNOSTX RE[A-

@]IH FUNKCIJ (SM. lEKCI@ 8), KOTORAQ PRI OPREDEL<NNOJ FUNKCII POTERX

185
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BUDET "BLIZKA" K OPTIMALXNOJ BAJESOWSKOJ RE[A@]EJ FUNKCII, A SOOTWET-

SWU@]AQ POSLEDOWATELXNOSTX APRIORNYH RISKOW BUDET "BLIZKA" K BAJESOW-

SKOMU RISKU. wPERWYE \TOT PODHOD BYL PREDLOVEN g.rOBBINSOM (Herbert

Robbins) W 1955 GODU I KOTORYJ NAZWAL EGO \MPIRI^ESKOJ BAJESOWSKOJ PRO-

CEDUROJ (SM. [1], [2]).

iTAK PREDPOLOVIM, ^TO NAM ZADANY

1) pARAMETRI^ESKOE PROSTRANSTWO � S \LEMENTAMI �, KOTORYE INTERPRE-

TIRUETSQ KAK "SOSTOQNIQ PRIRODY" I KOTORYE NEIZWESTNY DLQ NAS.

2) pROSTRANSTWO RE[ENIJ � S \LEMENTAMI �, KOTOROE HARAKTERIZUET RE-

[AEMU@ ZADA^U.

3) fUNKCIQ POTERX L(�; �) � 0, KOTORAQ HARAKTERIZUET "POTERI", KOTO-

RYE MY NES<M WYBIRAQ RE[ENIE � W SLU^AE, KOGDA ISTINNOE ZNA^ENIE

PARAMETRA ESTX �.

4) aPRIORNOE RASPREDELENIE Q(�) NA � SLU^AJNOJ WELI^INY �, KOTOROE

MOVET BYTX KAK IZWESTNYM TAK I NEIZWESTNYM DLQ NAS.

5) nABL@DAEMAQ SLU^AJNAQ WELI^INA X, ZNA^ENIQ KOTOROJ PRINADLEVAT

PROSTRANSTWU X , NA KOTOROM OPREDELENA � { KONE^NAQ MERA �(�). eS-
LI SLU^AJNAQ WELI^INA � PRINQLA ZNA^ENIE �, TO SLU^AJNAQ WELI^INA

X IMEET USLOWNU@ PLOTNOSTX p�(x) OTNOSITELXNO \TOJ MERY �(�). bEZ-
USLOWNAQ PLOTNOSTX X IMEET WID (SMESX)

pQ(x) =

Z
�

p�(x)dQ(�):

pROBLEMA SOSTOIT W TOM, ^TOBY WYBRATX IZMERIMU@ RE[A@]U@ FUNKCI@

�(x), OPREDEL<NNU@ NA (X ; F) I PRINIMA@]U@ ZNA^ENIQ W (�; U)

�(x) : X �! �;

MINIMIZIRU@]U@ BAJESOWSKIJ RISK (SM. lEKCI@ 8). a IMENNO, ESLI NABL@-

DAETSQ ZNA^ENIE X = x I PRINIMAETSQ RE[ENIE �(x), TO IMEEM "SLU^AJNYE"

POTERI WIDA

L(�; �(x)):

dALEE DLQ DANNOJ RE[A@]EJ FUNKCII �(�) OPREDELIM USLOWNYE SREDNIE PO-
TERI PO FORMULE

R(�; �) = R(� j � = �) = EL(�; �(X)) =
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=

Z
X

L(�; �(x))p�(x)d�(x): (18:1:1)

uSREDNQQ PO APRIORNOMU RASPREDELENI@ Q(�) OPREDELIM BAJESOWSKIJ RISK

(APRIORNYJ BAJESOWSKIJ RISK) RE[A@]EJ FUNKCII �(�) SOOTWETSTWU@]IJ
APRIORNOMU RASPREDELENI@ Q(�)

r(�;Q) = ER(� j �) =
Z
�

R(�; �)dQ(�): (18:1:2)

pO TEOREME fUBINI BAJESOWSKIJ RISK MOVNO PEREPISATX W WIDE

r(�;Q) =

Z
�

Z
X

L(�; �(x))p�(x)d�(x)dQ(�) =

=

Z
X

�Z
�

L(�; �(x))p�(x)dQ(�)

�
d�(x);

PO\TOMU, ESLI OPREDELITX FUNKCI@

hQ(�; x) =

Z
�

L(�; �)p�(x)dQ(�); � 2 �; (18:1:3)

TO BAJESOWSKIJ RISK r(�;Q) MOVNO PEREPISATX W WIDE

r(�;Q) =

Z
X

hQ(�(x); x)d�(x): (18:1:4)

bUDEM PREDPOLOGATX, ^TO SU]ESTWUET RE[A@]AQ FUNKCIQ �Q(x) TAKAQ, ^TO

hQ(�Q(x); x) = min
�2�

hQ(�; x): (18:1:5)

tOGDA DLQ L@BOJ RE[A@]EJ FUNKCII �(x) SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

r(�Q; Q) =

Z
X

min
�2�

hQ(�; x)d�(x) �

�
Z
X

hQ(�(x); x)d�(x) = r(�;Q): (18:1:6)
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pO\TOMU, ESLI OPREDELITX FUNKCIONAL r(Q) OT Q(�) PO FORMULE

r(Q) = r(�Q; Q) =

Z
X

hQ(�Q(x); x)d�(x); (18:1:7)

TO

r(Q) = min
�2�

r(�;Q): (18:1:8)

tAKIM OBRAZOM RE[A@]AQ FUNKCIQ �Q(x), OPREDEL<NNAQ W FORMULE (18.1.5),

QWLQETSQ BAJESOWSKOJ RE[A@]EJ FUNKCIEJ.

18.2 |mpiri~eskij bajesowskij pod-

hod

fORMULY (18.1.3) { (18.1.8) MOVNO INTERPRETIROWATX SLEDU@]IM OBRAZOM:

PREDPOLOVIM, ^TO APRIORNOE RASPREDELENIE Q(�) IMEET PLOTNOSTX q(�) OT-
NOSITELXNO NEKOTOROJ � { KONE^NOJ MERY �(�), TOGDA OPREDELIM APOSTERIOR-
NU@ PLOTNOSTX SLU^AJNOJ WELI^INY � PO FORMULE

q(� j X = x) = q(� j x) = p�(x)q(�)

pQ(x)
;

TOGDA WYRAVENIQ (18.1.3) I (18.1.4) MOVNO PEREPISATX W SLEDU@]EM WIDE

hQ(�; x) = pQ(x)

Z
�

L(�; �)q(� j x)d�(�) � pQ(x)hQ(� j X = x);

r(�;Q) =

Z
X

pQ(x)hQ(�(x) j X = x)d�(x) =

=

Z
X

pQ(x)

�Z
�

L(�; �(x))q(� j x)d�(�)
�
d�(x): (18:2:1)

pRI \TOM IZ OPREDELENIQ (18.1.5) RE[A@]EJ FUNKCII �Q(x) I \TIH FORMUL

SLEDUET, ^TO W FORMULE (18.1.5) MOVNO hQ(�; x) ZAMENITX NA hQ(� j X = x).

tAKIM OBRAZOM OPTIMALXNAQ RE[A@]AQ FUNKCIQ �Q(x) OPREDELQETSQ NA OS-

NOWE APOSTERIORNOGO RASPREDELENIQ S PLOTNOSTX@ q(� j X = x) I BAJESOWS-

KIJ RISK r(�;Q) MOVET BYTX ZAPISAN W WIDE

r(�;Q) = Er(�;Q j X);
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GDE r(�;Q j X) { APOSTERIORNYJ RISK

r(�;Q j X = x) =

Z
�

L(�; �(x))q(� j x)d�(�)

I SLU^AJNAQ WELI^INA X IMEET PLOTNOSTX WIDA

pQ(x) =

Z
�

p�(x)dQ(�):

iTAK, POSLE NABL@DENIQ ZNA^ENIQ X = x APRIORNOE RASPREDELENIE Q(�) S
PLOTNOSTX@ q(�) "ZAMENQETSQ" APOSTERIORNYM RASPREDELENIEM S PLOTNOS-

TX@ q(� j X = x) I OPTIMALXNAQ RE[A@]AQ FUNKCIQ �Q(x) POLU^AETSQ

PUT<M MINIMIZACII BAJESOWSKOGO APOSTERIORNOGO RISKA r(d;Q j X = x),

A APRIORNYJ RISK r(�;Q) POLU^AETSQ USREDNENIEM APOSTERIORNOGO RISKA

r(�;Q j X = x) PO RASPREDELENI@ S PLOTNOSTX@ pQ(x). |TI FAKTY WAVNY

DLQ INTERPRETACII OPISANNOJ NIVE SHEMY.

oPREDELENIE 18.2.1. l@BAQ RE[A@]AQ FUNKCIQ �Q(x), UDOWLETWORQ@-

]AQ SOOTNO[ENI@ (18.1.5) I MINIMIZIRU@]AQ BAJESOWSKIJ RISK r(�;Q) PRI

APRIORNOM RASPREDELENII Q(�), NAZYWAETSQ BAJESOWSKOJ RE[A@]EJ FUNK-

CIEJ SOOTWETSTWU@]EJ APRIORNOMU RASPREDELENI@ Q(�). fUNKCIONAL r(Q)
OT Q(�), OPREDELENNYJ RAWENSTWOM (18.1.7) NAZYWAETSQ BAJESOWSKIM OGI-

BA@]IM FUNKCIONALOM.

eSLI APRIORNOE RASPREDELENIE Q(�) IZWESTNO, TO ISPOLXZUQ �Q(x) MY
POLU^IM MINIMALXNYJ BAJESOWSKIJ RISK r(Q).

pREDPOLOVIM TEPERX, ^TO APRIORNOE RASPREDELENIE Q(�) NE IZWESTNO, NO
RASSMATRIWAEMAQ SITUACIQ NABL@DAETSQ MNOGOKRATNO I NEZAWISIMO. iTAK,

PUSTX

(x1; �1); (x2; �2); (x3; �3); � � � (18:2:2)

POSLEDOWATELXNOSTX ZNA^ENIJ NEZAWISIMYH PAR NABL@DENIJ NAD SLU^AJNY-

MI WELI^INAMI X I �, PRI^<M ZNA^ENIQ �i NENABL@DAEMY, TO ESTX NEIZWEST-

NY NAM, I QWLQ@TSQ ZNA^ENIQMI SLU^AJNOJ WELI^INY � S RASPREDELENIEM

Q(�). zNA^ENIQ xi NABL@DAEMY I QWLQ@TSQ REALIZACIQMI SLU^AJNOJ WELI^I-
NY X, USLOWNOE RASPREDELENIE KOTOROJ PRI USLOWII � = � IMEET PLOTNOSTX

WIDA p�(x) I BEZUSLOWNU@ PLOTNOSTX OTNOSITELXNO MERY �(�) WIDA (SMESX)

pQ(x) =

Z
�

p�(x)dQ(�):
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iTAK MY NABL@DAEM NEZAWISIMYE SLU^AJNYE WELI^INY X1; � � � ;Xn+1, PRI-

^<M i { AQ SLU^AJNAQ WELI^INA Xi IMEET PLOTNOSTX WIDA pQ(x); i = 1; � � � ; n,
A SLU^AJNAQ WELI^INAXn+1 IMEET PLOTNOSTX p�n+1(x). nABL@DAQ x1; � � � ; xn+1
MY HOTIM "OCENITX" TEKU]EE ZNA^ENIE �n+1. pOSKOLXKU ZNA^ENIQ �1; � � � ; �n
POROVDENY TEM VE WEROQTNOSTNYM RASPREDELENIEM Q(�), ^TO I �n+1, TO ZNA-
^ENIQ x1; � � � ; xn SODERVAT TAKVE INFORMACI@ O �n+1 I PO\TOMU BUDEM RAS-

SMATRIWATX RE[A@]IE FUNKCII, ZAWISQ]IE I OT x1; � � � ; xn, TO ESTX PUSTX

�n(x) = �n(x1; � � � ; xn; x) 2 � (18:2:3)

I ZNA^IT TEKU]IE POTERI IME@T WID

L(�n+1; �n(xn+1)):

oSNOWNAQ PROBLEMA SOSTOIT W NAHOVDENII TAKOJ RE[A@]EJ FUNKCII �n(�),
^TOBY ASIMPTOTI^ESKI, TO ESTX PRI BOLX[IH n, ONA BYLA "BLIZKA" K OPTI-

MALXNOJ, NO NEIZWESTNOJ RE[A@]EJ FUNKCII �Q(�), TO ESTX ^TOBY W NEKOTO-

ROM SMYSLE WYPOLNQLOSX SOOTNO[ENIE

�n(x) � �Q(x); n! +1:

oPREDELIM TEPERX "\MPIRI^ESKU@" ILI "ADAPTIWNU@" RE[A@]U@ PROCEDU-

RU, KAK NEKOTORU@ POSLEDOWATELXNOSTX � = f�ng RE[A@]IH FUNKCIJ �n(x)
WIDA (18.2.3). dLQ DANNOJ POSLEDOWATELXNOSTI � USLOWNYJ BAJESOWSKIJ RISK

(SM. (18.1.3) I (18.1.4)) PRI "OCENIWANII" �n+1 PRI DANNYH x1; � � � ; xn ESTX

rn(�;Q j X1 = x1; � � � ; Xn = xn) =

Z
X

hQ(�n(x); x)d�(x) =

=

Z
X

pQ(x)

�Z
�

L(�; �n(x1; � � � ; xn; x); �)q(� j Xn+1 = x)d�(�)

�
d�(x): (18:2:4)

oPREDELIM TEPERX GLOBALXNYJ APRIORNYJ BAJESOWSKIJ RISK (POSLEDNEE WY-

RAVENIE SLU^AJNO I ZAWISIT OT ZNA^ENIJ x1; � � � ; xn NEZAWISIMYH ODINAKOWO
RASPREDEL<NNYH SLU^AJNYH WELI^IN X1; � � � ;Xn, IME@]IH TAKOE VE RASPRE-

DELENIE, KAK I SLU^AJNAQ WELI^INA X) PO FORMULE

rn(�;Q) =

Z
X

EhQ(�n(x); x)d�(x); (18:2:5)
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GDE E OBOZNA^AET MATEMATI^ESKOE OVIDANIE OTNOSITELXNO NEZAWISIMYH ODI-

NAKOWO RASPREDEL<NNYH SLU^AJNYH WELI^IN X1; � � � ; Xn, IME@]IH OB]U@

PLOTNOSTX OTNOSITELXNO MERY �(�) WIDA

pQ(x) =

Z
�

p�(x)dQ(�): (18:2:6)

wYRAVENIE (18.2.5) MOVNO PEREPISATX W WIDE

rn(�;Q) =

Z
X

pQ(x)

�Z
�

q(� j x)EL(�; �n(x))d�(�)
�
d�(x) = (18:2:7)

=

Z
X

pQ(x)

�Z
Xn

�Z
�

L(�; �n(x1; � � � ; xn; x))q(� j x)d�(�)
� nY
i=1

pQ(xi)d�(xi)

�
d�(x);

KOTOROE QWLQETSQ NEPOSREDSTWENNYM ANALOGOM WYRAVENIQ (18.2.1) I PO\TOMU

INTERPRETIRUETSQ W TERMINAH APOSTERIORNYH RASPREDELENIJ.

pRI TAKOM OPREDELENII (18.2.7) BAJESOWSKOGO RISKA rn(�;Q) WS@DU DALEE

WSE WEROQTNOSTI I MATEMATI^ESKIE OVIDANIQ RASSMATRIW@TSQ OTNOSITELXNO

NEZAWISIMYH ODINAKOWO RASPREDEL<NNYH SLU^AJNYH WELI^IN (X1; � � � ;Xn),

IME@]IH OB]U@ PLOTNOSTX pQ(x) WIDA (18.2.6) S NEIZWESTNYM APRIORNYM

RASPREDELENIEM Q(�). tAKIM OBRAZOM IMEQ ZNA^ENIQ TAKIH SLU^AJNYH WELI-

^IN

X1 = x1; � � � ;Xn = xn

MY NABL@DAEM SLU^AJNU@ WELI^INU Xn+1, IME@]U@ USLOWNU@ PLOTNOSTX

p�(x) I HOTIM "OCENITX" TEKU]EE ZNA^ENIE �. s POMO]X@ SLU^AJNYH WE-

LI^IN (X1; � � � ;Xn) MY "OCENIWAEM" NEIZWESTNOE APRIORNOE RASPREDELENIE

Q(�).
iZ SOOTNO[ENIJ (18.1.5) I (18.2.5) NEPOSREDSTWENNO SLEDUET, ^TO WSEGDA

rn(�;Q) � r(Q): (18:2:8)

oPREDELENIE 18.2.2. eSLI

Lim
n!1

rn(�;Q) = r(Q); (18:2:9)

TO POSLEDOWATELXNOSTX RE[A@]IH FUNKCIJ � NAZYWAETSQ ASIMPTOTI^ES-

KI OPTIMALXNOJ OTNOSTITELXNO APRIORNOGO RASPREDELENIQ Q(�). oSNOWNAQ
PROBLEMA SOSTOIT W NAHOVDENII POSLEDOWATELXNOSTI RE[A@]IH FUNKCII

�, KOTORAQ BYLA BY ASIMPTOTI^ESKI OPTIMALXNA OTNOSITELXNO NEKOTOROGO

KLASSA � = fQ(�)g APRIORNYH RASPREDELENIJ, KOTORYJ SODERVIT NEIZWEST-
NOE ISTINNOE RASPREDELENIE Q(�). w ^ASTNOSTI MOVET LI BYTX � KLASSOM

WSEH APRIORNYH RASPREDELENIJ NA �?
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w lEKCII STROQTSQ ASIMPTOTI^ESKI \FFEKTIWNYE BAJESOWSKIE RE[A@-

]IE FUNKCII.

19.1 asimptoti~eskaqoptimalxnostx

nAPOMNIM, ^TO (SM. (18.1.7) I (18.2.5))

r(Q) = r(�Q; Q) =

Z
X

hQ(�Q(x); x)d�(x);

rn(�;Q) =

Z
X

EhQ(�n(x); x)d�(x);

PO\TOMU, U^ITYWAQ tEOREMU lEBEGA O MAVORIRUEMOJ SHODIMOSTI (SM. lEK-

CIQ 2, P.8), NEPOSREDSTWENNO IZ OPREDELENIQ ASIMPTOTI^ESKOJ OPTIMALXNOS-

TI (oPREDELENIE 18.2.2) SLEDUET, ^TO DLQ ASIMPTOTI^ESKOJ OPTIMALXNOSTI

POSLEDOWATELXNOSTI RE[A@]IH FUNKCIJ � OTNOSITELXNO APRIORNOGO RAS-

PREDELENIQ Q(�) DOSTATO^NO, ^TOBY

(A) Limn!1 EhQ(�n(x); x) = hQ(�Q(x); x); � � PO^TI WS@DU

I

(B) EhQ(�n(x); x) � H(x); PRI^<M
R
X
H(x)d�(x) < +1:

oSNOWNAQ PROBLEMA SOSTOIT W DOKAZATELXSTWE SOOTNO[ENIQ (A). dLQ PROWER-

KI NERAWENSTWA (B) PREDPOLOVIM, ^TO

(C)
R
�

L(�)dQ(�) < +1;

193
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GDE

0 � L(�) = sup
�2�

L(�; �) � +1: (19:1:1)

tOGDA POLAGAQ

H(x) =

Z
�

L(�)p�(x)dQ(�) � 0; (19:1:2)

I U^ITYWAQ SOOTNO[ENIE (18.1.3), POLU^AEM NERAWENSTWO

hQ(�; x) =

Z
�

L(�; �)p�(x)dQ(�) � H(x): (19:1:3)

tOGDA W SILU PREDPOLOVENIQ (C), IMEEMZ
X

H(x)d�(x) =

Z
�

L(�)

Z
X

p�(x)d�(x)dQ(�) =

=

Z
�

L(�)dQ(�) < +1: (19:1:4)

iZ SOOTNO[ENIJ (18.2.3) I (18.2.4) TEPERX SLEDUET SPRAWEDLIWOSTX NERAWEN-

STWA (B). bOLEE TOGO IZ (18.2.4) TAKVE SLEDUET, ^TO

H(x) < +1; � � PO^TI WS@DU (19:1:5)

I ZNA^IT DLQ DOKAZATELXSTWA (A) DOSTATO^NO POKAZATX, ^TO (FUNKCIQ hQ(�; x)

RAWNOMERNO OGRANI^ENA PO � (SM.(19.1.3))

(D) P� Limn!1 hQ(�n(x); x) = hQ(�Q(x); x); � � PO^TI WS@DU;

GDE P � lim OZNA^AET PREDEL PO WEROQTNOSTI OTNOSITELXNO RASPREDELENIQ

NEZAWISIMYH SLU^AJNYH WELI^IN (X1; � � � ;Xn) S PLOTNOSTX@ (18.2.6). tAKIM

OBRAZOM DLQ DOKAZATELXSTWA ASIMPTOTI^ESKOJ OPTIMALXNOSTI � OTNOSITELX-

NO Q(�) DOSTATO^NO PROWERITX SOOTNO[ENIQ (C) I (D).

rASSMOTRIM SOOTNO[ENIE (D). pUSTX �0 { PROIZWOLXNYJ FIKSIROWANNYJ

\LEMENT MNOVESTWA � I OPREDELIM

�Q(�; x) =

Z
�

[L(�; �)� L(�; �0)]p�(x)dQ(�) (19:1:6)

I

L0(x) =

Z
�

L(�; �0)p�(x)dQ(�): (19:1:7)
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pRI WYPOLNENII USLOWIQ (C) DLQ � { PO^TI WSEH x MY MOVEM ZAPISATX

hQ(�; x) = L0(x) + �Q(�; x): (19:1:8)

pREDPOLOVIM, ^TO MY MOVEM NAJTI POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ

�n(�; x) = �n(x1; � � � ; xn; �; x) (19:1:9)

TAKU@, ^TO DLQ � { PO^TI WSEH x SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE

P� Lim
n!1

sup
�2�

j�n(�; x) ��Q(�; x)j = 0: (19:1:10)

pUSTX "n PROIZWOLXNAQ POSLEDOWATELXNOSTX ^ISEL, STREMQ]AQSQ K NUL@ I

OPREDELIM POSLEDOWATELXNOSTX RE[A@]IH FUNKCIJ

�n(x) = �n(x1; � � � ; xn; x) = PROIZWOLXNOMU \LEMENTU �� 2 � TAKOMU, ^TO

�n(�
�; x) � inf

�2�
�n(�; x) + "n: (19:1:11)

o^EWIDNO, SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE (SM. (18.1.5) I (19.1.8))

0 � �Q(�n(x); x) ��Q(�Q(x); x) = (19:1:12)

= [�Q(�n(x); x) ��n(�n(x); x)] + [�n(�n(x); x)��n(�Q(x); x)]+

+[�n(�Q(x); x) ��Q(�Q(x); x)]:

tEPERX DLQ L@BOGO " > 0, ISPOLXZUQ (19.1.10) I (19.1.11), POLU^IM, ^TO DLQ

DOSTATO^NO BOLX[IH n S WEROQTNOSTX@ SKOLX UGODNO BLIZKOJ K EDINICE, PRA-

WAQ ^ASTX (19.1.12) NE PREWOSHODIT "+ "n. tAKIM OBRAZOM

P� Lim
n!1

�Q(�n(x); x) = �Q(�Q(x); x); � � PO^TI WS@DU; (19:1:13)

PO\TOMU IZ (19.1.8) SLEDUET SOOTNO[ENIE (D). tAKIM OBRAZOM DOKAZANA

tEOREMA 19.1.1 pUSTX APRIORNOE RASPREDELENIE Q(�) UDOWLETWORQET
USLOWI@ (C)Z

�

L(�)dQ(�) < +1; 0 � L(�) = sup
�2�

L(�; �) � +1

I PUSTX �n(�; x) = �n(x1; � � � ; xn; �; x) { POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ WIDA
(19.1.9), KOTORAQ UDOWLETWORQET SOOTNO[ENI@ (19.1.10)

P� Lim
n!1

sup
�2�

j�n(�; x) ��Q(�; x)j = 0;
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GDE

�Q(�; x) =

Z
�

[L(�; �)� L(�; �0)]p�(x)dQ(�):

oPREDELIM POSLEDOWATELXNOSTX � = f�ng S POMO]X@ SOOTNO[ENIQ (19.1.11)

�n(x) = �n(x1; � � � ; xn; x) = PROIZWOLXNOMU \LEMENTU �� 2 � TAKOMU, ^TO

�n(�
�; x) � inf

�2�
�n(�; x) + "n; 0 � "n ! 0:

tOGDA POSLEDOWATELXNOSTX RE[A@]IH FUNKCIJ � = f�ng ASIMPTOTI^ESKI
OPTIMALXNA OTNOSITELXNO APRIORNOGO RASPREDELENIQ Q(�).

w SLU^AE, ESLI MNOVESTWO � KONE^NO SPRAWEDLIWO SLEDU@]EE

sLEDSTWIE 19.1.1. pUSTX � = f�0; � � � ; �mg { KONE^NOE MNOVESTWO I

APRIORNOE RASPREDELENIE Q(�) TAKOWO, ^TOZ
�

L(�; dj)dQ(�) < +1; j = 0; � � � ;m (19:1:14)

I PUSTX �j;n(x) = �j;n(x1; � � � ; xn; x); j = 1; � � � ;m; n = 1; 2; � � � { TAKAQ
POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ, ^TO

P� Lim
n!1

�j;n(x) =

Z
�

[L(�; dj)� L(�; d0)]p�(x)dQ(�); � � PO^TI WS@DU:

(19:1:15)

pOLOVIM �0;n(x) = 0 I OPREDELIM

�n(x) = �k; GDE 0 � k � m { PROIZWOLXNOE ^ISLO TAKOE, ^TO

�k;n(x) = min[0;�1;n(x); � � � ;�m;n(x)]: (19:1:16)

tOGDA POSLEDOWATELXNOSTX � = f�ng ASIMPTOTI^ESKI OPTIMALXNA OTNO-
SITELXNO APRIORNOGO RASPREDELENIQ Q(�).

w WAVNOM ^ASTNOM SLU^AE m = 1 (PROWERKA GIPOTEZ) \TO sLEDSTWIE

PRIOBRETAET SLEDU@]IJ WID.

sLEDSTWIE 19.1.2. pUSTX � = f�0; �1g I APRIORNOE RASPREDELENIE Q(�)
TAKOWO, ^TO Z

�

L(�; �j)dQ(�) < +1; j = 0; 1 (19:1:17)

I PUSTX FUNKCIQ �n(x) = �n(x1; � � � ; xn; x) TAKAQ, ^TO

P� Lim
n!1

�n(x) = �Q(x) =
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=

Z
�

[L(�; �1)� L(�; �0)]p�(x)dQ(�); � � PO^TI WS@DU: (19:1:18)

oPREDELIM RE[A@]U@ FUNKCI@

�n(x) =

(
�0; ESLI �n(x) � 0;

�1; ESLI �n(x) < 0:
(19:1:19)

tOGDA POSLEDOWATELXNOSTX � = f�ng ASIMPTOTI^ESKI OPTIMALXNA OTNO-
SITELXNO APRIORNOGO RASPREDELENIQ Q(�).

nIVE BUDET PRIWED<N PRIMER POSLEDOWATELXNOSTI �n(x), UDOWLETWORQ@-

]EJ SOOTNO[ENI@ (19.1.18).

19.2 slu~aj raspredeleniq puassona

rASSMOTRIM ZADA^U PROWERKI ODNOSTORONNEJ GIPOTEZY WIDA

H0 : � � ��

O PARAMETRE RASPREDELENIQ pUASSONA � (ZNA^ENIE �� IZWESTNO). pUSTX

� = f� : 0 < � < +1g; � = f�0; �1g;

GDE RE[ENIQ �0 I �1 INTERPRETIRU@TSQ KAK

�0 � "PRINQTX GIPOTEZU H0"; �1 � "OTWERGNUTX GIPOTEZU H0":

dALEE

X = f0; 1; 2; � � �g; p�(x) =
e���x

x!
(19:2:1)

I �(�) { S^ITA@]AQ MERA NA DEJSTWITELXNOJ PRQMOJ R1. oPREDELIM TEPERX

FUNKCI@ POTERX

L(�; �0) =

(
0; ESLI � � ��;
� � ��; ESLI � � ��;

(19:2:2)

L(�; �1) =

(
�� � �; ESLI � � ��;
0; ESLI � � ��:

iZ OPREDELENIQ FUNKCII POTERX NEPOSREDSTWENNO SLEDUET, ^TO

L(�; �1)� L(�; �0) = �� � �; (0 < � < +1) (19:2:3)
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I

�Q(x) =

Z
�

[L(�; �1)�L(�; �0)]p�(x)dQ(�) =
1

x!

+1Z
0

(����)e���xdQ(�): (19:2:4)

dALEE ISPOLXZUQ (18.2.6), POLU^IM

pQ(x) = PfXj = xg = 1

x!

+1Z
0

e���xdQ(�) (19:2:5)

I ZNA^IT MY MOVEM ZAPISATX

�Q(x) = ��pQ(x)� (x+ 1)pQ(x+ 1): (19:2:6)

oPREDELIM FUNKCI@

�(x; y) =

(
1; ESLI x = y;

0; ESLI x 6= y
(19:2:7)

I RASSMOTRIM WYRAVENIE

un(x) = un(x1; � � � ; xn;x) =
1

n

nX
i=1

�(x; xi): (19:2:8)

zAMETIM, ^TO

un(x) =
^ISLO x1; � � � ; xn RAWNYH x

n
I

E�(x;Xj) = PfXj = xg = pQ(x): (19:2:9)

iZ zAKONA bOLX[IH ~ISEL SLEDUET (SM. lEKCIQ 4, P.6), ^TO

P� Lim
n!1

un(x) = E�(x;X1) = pQ(x); x = 0; 1; 2; � � � : (19:2:10)

pO\TOMU ESLI POLOVITX (SM. (19.2.6))

�n(x) = ��un(x)� (x+ 1)un(x+ 1); (19:2:11)

TO NEPOSREDSTWENNO IZ SOOTNO[ENIQ (19.2.10) SLEDUET, ^TO

P� Lim
n!1

�n(x) =
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= ��pQ(x)� (x+ 1)pQ(x+ 1) = �Q(x); x = 0; 1; 2; � � � : (19:2:12)

tEPERX IZ sLEDSTWIQ 19.1.2 SLEDUET, ^TO ASIMPTOTI^ESKI OPTIMALXNAQ RE-

[A@]AQ FUNKCIQ IMEET WID

�n(x) =

(
�0; ESLI ��un(x)� (x+ 1)un(x+ 1) � 0;

�1; W PROTIWNOM SLU^AE
(19:2:13)

DLQ WSEH APRIORNYH RASPREDELENIJ Q(�), OBLADA@]IH SWOJSTWOM
+1Z
0

�dQ(�) < +1: (19:2:14)

zAMETIM, ^TO MOVNO BYLO BY OPREDELITX un(x) KAK (SM. (19.2.8))

un(x) =
1

n+ 1

n+1X
j=1

�(x; xj); (19:2:15)

TOGDA SOOTNO[ENIE (19.2.10) WYPOLNQETSQ DLQ FUNKCII un(x), OPREDEL<NNOJ

PO FORMULE (19.2.15). iSPOLXZUQ (19.2.15), SOOTWETSTWU@]AQ ASIMPTOTI^ES-

KI OPTIMALXNAQ RE[A@]AQ FUNKCIQ � IMEET WID: MY DOLVNY PRINQTX GI-

POTEZU H0 (RE[ENIE �0), KASA@]U@SQ PARAMETRA �n+1, ESLI

�� � (xn+1 + 1)
^ISLO NABL@DENIJ x1; � � � ; xn+1 RAWNYH xn+1 + 1

^ISLO NABL@DENIJ x1; � � � ; xn+1 RAWNYH xn+1
:

sOOTNO[ENIE (19.2.6) QWLQETSQ OSNOWNYM DLQ POSTROENIQ �n(x), UDOWLETWO-

RQ@]EGO (19.1.18). oDNAKO, SOOTNO[ENIE (19.2.6) QWLQETSQ SPECIFI^ESKIM

SWOJSTWOM RAPREDELENIQ pUASSONA (19.2.1) I FUNKCII POTERX (19.2.2) I PO\-

TOMU MOVET POKAZATXSQ, ^TO PRIMENENIE sLEDSTWIQ 19.1.2 K PROWERKE GIPO-

TEZ WESXMA OGRANI^ITELXNO, ODNAKO \TO NE TAK. w SLEDU@]EJ lEKCII BUDET

RAZWITA OB]AQ TEORIQ.

zADA^A. rASSMOTRIM TAKVE ZADA^U PROWERKI ODNOSTORONNEJ GIPOTEZY

WIDA

H0 : � � ��

O PARAMETRE GEOMETRI^ESKOGO RASPREDELENIQ � (ZNA^ENIE �� 2 (0; 1) IZWEST-

NO). pUSTX

� = f� : 0 < � < 1g; � = f�0; �1g;
GDE RE[ENIQ �0 I �1 INTERPRETIRU@TSQ KAK

�0 � "PRINQTX GIPOTEZU H0"; �1 � "OTWERGNUTX GIPOTEZU H0":
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dALEE

X = f0; 1; 2; � � �g; p�(x) = (1� �)�x

I �(�) { S^ITA@]AQ MERA NA DEJSTWITELXNOJ PRQMOJ R1. oPREDELIM TEPERX

FUNKCI@ POTERX

L(�; �0) =

(
0; ESLI � � ��;
� � ��; ESLI � � ��;

L(�; �1) =

(
�� � �; ESLI � � ��;
0; ESLI � � ��:

nAJTI ASIMPTOTI^ESKI OPTIMALXNU@ RE[A@]U@ FUNKCI@ � OTNOSITELXNO

KLASSA WSEH APRIORNYH RASPREDELENIJ Q(�) TAKIH, ^TO

1Z
0

�dQ(�) < +1:
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w lEKCII RASSMOTREN ODIN IZ WOZMOVNYH METODOW OCENKI APRIORNOGO RAS-

PREDELENIQ.

20.1 ocenkaapriornogo raspredeleniq:

ob}ij slu~aj

rASSMOTRIM BOLEE PODROBNO OB]U@ SHEMU \MPIRI^ESKOGO BAJESOWSKOGO POD-

HODA, OPISANNU@ W sLEDSTWIQH 19.1.1 I 19.1.2. dLQ PROSTOTY PREDPOLOVIM,

^TO

� = f�0; �1g; X = � = R1:

nAPOMNIM, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX � = f�ng RE[A@]IH FUNKCIJ QWLQETSQ
ASIMPTOTI^ESKI OPTIMALXNOJ OTNOSITELXNO KLASSA � APRIORNYH RASPREDE-

LENIJ Q(�), OPREDEL<NNOGO SOOTNO[ENIEM (19.1.17)

� =

(
Q(�) :

Z
�

L(�; �j)dQ(�) < +1; j = 0; 1

)
;

ESLI MOVNO NAJTI POSLEDOWATELXNOSTX FUNKCIJ

�n(x) = �n(x1; � � � ; xn;x);

TAKU@, ^TO

P� Lim
n!1

�n(x) = �Q(x) =

Z
�

[L(�; �1)�L(�; d0)]p�(x)dQ(�); ��P.W. (20:1:1)

DLQ WSEH Q 2 �.

201
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oDIN IZ WOZMOVNYH PUTEJ POSTROENIQ TAKOJ POSLEDOWATELXNOSTI (OTLI^-

NYJ OT OPISANNOGO W lEKCII 19) SOSTOIT W NAHOVDENII POSLEDOWATELXNOSTI

SLU^AJNYH FUNKCIJ RASPREDELENIQ

Qn(�) = Qn(x1; � � � ; xn; �);

TAKOJ, ^TO

P

�
Lim
n!1

Qn(�) = Q(�); W KAVDOJ TO^KE NEPRERYWNOSTI Q(�)
�
= 1; (20:1:2)

TO ESTX POSLEDOWATELXNOSTX Qn(�) SHODITSQ PO^TI WS@DU K Q(�) SLABO. zDESX

MY OBOZNA^ILI FUNKCI@ RASPREDELENIQ, SOOTWETSTWU@]U@ APRIORNOMU RAS-

PREDELENI@ Q(�), ^EREZ Q(�). iMEQ TAKU@ POSLEDOWATELXNOSTX Qn(�), POLO-

VIM

�n(x) =

Z
�

[L(�; �1)� L(�; �0)]p�(x)dQn(�): (20:1:3)

tEPERX, ESLI PREDPOLOVITX, ^TO DLQ � { PO^TI WSEH x 2 X FUNKCIQ

[L(�; �1)� L(�; �0)]p�(x) (20:1:4)

OGRANI^ENA I NEPRERYWNA PO �, TO IZ OPREDELENIQ SLABOJ SHODIMOSTI SLEDUET

SOOTNO[ENIE (20.1.1). zAMETIM, ^TO ZDESX WOZNIKAET OSNOWNAQ TRUDNOcTX W

POSTROENII TAKOJ POSLEDOWATELXNOSTI Qn(�), POSKOLXKU MY NABL@DAEM SLU-

^AJNYE WELI^INY (X1; � � � ; Xn), IME@]IE FUNKCII RASPREDELENIQ FQ(x), A

NE NEZAWISIMYE KOPII SLU^AJNOJ WELI^INY �, IME@]IE FUNKCI@ RASPREDE-

LENIQ Q(�).

rASSMOTRIM TAK NAZYWAEMYJ METOD "MINIMUMA RASSTOQNIQ", PREDLO-

VENNYJ wOLFOWICEM (J. Wolfowitz), POSTROENIQ POSLEDOWATELXNOSTI OCENOK

Qn(�) FUNKCII RASPREDELENIQ Q(�), UDOWLETWORQ@]EJ RAWENSTWU (20.1.2)

DLQ L@BOGO Q 2 �.

s \TOJ CELX@ OSLABIM USLOWIQ REGULQRNOSTI NA SEMEJSTWO PLOTNOSTEJ

p�(x) I BUDEM PREDPOLOGATX LI[X, ^TO SOOTWETSTWU@]IE FUNKCII RASPRE-

DELENIQ F (x; �); � 2 � QWLQ@TSQ PRI KAVDOM FIKSIROWANNOM x 2 X = R1

BORELEWSKIMI FUNKCIQMI. (fUNKCIQ F (x), OPREDEL<NNAQ PRI x 2 X , NAZY-
WAETSQ FUNKCIEJ RASPREDELENIQ, ESLI ONA NEUBYWAET, NEPRERYWNA SLEWA I

limx!�1 F (x) = 0, limx!+1 F (x) = 1.)

dLQ L@BOJ FUNKCII RASPREDELENIQ Q(�) OPREDELIM SMESX FUNKCIJ RAS-

PREDELENIQ F (x; �) PO FORMULE

FQ(x) =

+1Z
�1

F (x; �)dQ(�); (20:1:5)
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TOGDA FQ(x) TAKVE QWLQETSQ FUNKCIEJ RASPREDELENIQ NA X .
pUSTX (X1; � � � ;Xn) QWLQ@TSQ POSLEDOWATELXNOSTX@ NEZAWISIMYH ODINA-

KOWO RASPREDEL<NNYH SLU^AJNYH WELI^IN S OB]EJ FUNKCIEJ RASPREDELENIQ

FQ(x). oPREDELIM \MPIRI^ESKU@ FUNKCI@ RASPREDELENIQ Fn(x) (SM. lEKCIQ

6, pRIMER)

Fn(x) =
^ISLO X1; � � � ;Xn MENX[IH x

n
(20:1:6)

I DLQ L@BYH DWUH FUNKCIJ RASPREDELENIQ F1(x); F2(x) OPREDELIM RASSTOQ-

NIE

�(F1; F2) = sup
x
jF1(x)� F2(x)j: (20:1:7)

pUSTX 0 < "n { PROIZWOLXNAQ POSLEDOWATELXNOSTX, STREMQ]AQSQ K NUL@.

dLQ PROIZWOLXNOGO KLASSA �� APRIORNYH RASPREDELENIJ �Q(�), SODERVA]EGO
"ISTINNOE" APRIORNOE RASPREDELENIE Q(�), OPREDELIM WELI^INU


n = inf
�Q2��

�(Fn; F �Q): (20:1:8)

pUSTX

Qn(�) = Qn(x1; � � � ; xn; �);
L@BOJ \LEMENT IZ MNOVESTWA ��, UDOWLETWORQ@]IJ NERAWENSTWU

�(Fn; FQn
) � 
n + "n: (20:1:9)

bUDEM NAZYWATX TAK OPREDEL<NNU@ POSLEDOWATELXNOSTX Qn(�) \FFEKTIWNOJ

DLQ KLASSA ��, ESLI SOOTNO[ENIE (20.1.2) WYPOLNENO DLQ WSEH Q 2 ��.

tEOREMA 20.1.1. pREDPOLOVIM, ^TO

1) dLQ L@BOGO FIKSIROWANNOGO x 2 R1 FUNKCII RASPREDELENIQ F (x; �)

NEPRERYWNY PO � 2 �.

2) pREDELY WIDA

F�1(x) = lim
�!�1

F (x; �); F+1(x) = lim
�!+1

F (x; �)

SU]ESTWU@T DLQ WSEH x.

3) fUNKCII F�1(x) I F+1(x) NE QWLQ@TSQ FUNKCIQMI RASPREDELENIQ.

4) eSLI Q1(�) I Q2(�) L@BYE FUNKCII RASPREDELENIQ TAKIE, ^TO

FQ1(x) � FQ2(x);
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TO I

Q1(�) � Q2(�):

(|TO TAK NAZYWAEMOE SWOJSTWO RAZDELIMOSTI ILI IDENTIFICIRU-

EMOSTI SMESEJ.)

tOGDA POSLEDOWATELXNOSTX Qn(�), OPREDELENNAQ SOOTNO[ENIEM (20.1.9),

QWLQETSQ \FFEKTIWNOJ DLQ KLASSA �� WSEH APRIORNYH RASPREDELENIJ.

dOKAZATELXSTWO. pO tEOREME gLIWENKO { kANTELLI (SM. [4], STR. 28),

IMEEM

P

�
Lim
n!1

�(Fn; FQ) = 0
�
= 1: (20:1:10)

dALEE, POSKOLXKU

�(FQn
; FQ) � �(FQn

; Fn) + �(Fn; FQ) � (20:1:11)

� 
n + "n + �(Fn; FQ) � �(Fn; FQ) + "n + �(Fn; FQ);

PO\TOMU IZ SOOTNO[ENIQ (20.1.10) SLEDUET, ^TO S WEROQTNOSTX@ EDINICA, RAW-

NOMERNO PO x, SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

Lim
n!1

FQn
(x) = Lim

n!1

+1Z
�1

F (x; �)dQn(�) = (20:1:12)

= FQ(x) =

+1Z
�1

F (x; �)dQ(�):

tEPERX DOKAVEM, ^TO WYPOLNQETSQ SOOTNO[ENIE (20.1.2). dLQ \TOGO RASSMOT-

RIM FIKSIROWANNU@ POSLEDOWATELXNOSTX X1 = x1; � � � ; Xn = xn TAKU@, ^TO

WYPOLNQETSQ RAWENSTWO (20.1.12). iZ tEOREMY hELLI (SM. [3], STR. 340) SLE-

DUET, ^TO IZ L@BOJ PODPOSLEDOWATELXNOSTI FUNKCIJ RASPREDELENIQ Qn(�)

MOVNO WYDELITX PODPOSLEDOWATELXNOSTX Qkn(�) TAKU@, ^TO

Qkn(�)! Q�(�)

W KAVDOJ TO^KE NEPRERYWNOSTI Q�(�), GDE Q�(�) { NEUBYWA@]AQ, NEPRERYW-
NAQ SLEWA FUNKCIQ TAKAQ, ^TO

0 � Q�(�1) � Q�(+1) � 1:
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pO\TOMU OPREDELQQ FUNKCI@ RASPREDELENIQ

~Q�(�) =

8><
>:

1; ESLI x = +1;

Q�(�); ESLI �1 < x < +1;

0; ESLI x = �1;

IZ OPREDELENIQ SLABOJ SHODIMOSTI I pREDPOLOVENIJ (1) I (2) SLEDUET, ^TO

Lim
n!1

+1Z
�1

F (x; �)dQkn(�) =

+1Z
�1

F (x; �)d ~Q�(�) =

=

+1Z
�1

F (x; �)dQ�(�) +Q�(�1)F�1(x) + (1�Q�(+1))F+1(x) (20:1:13)

I PO\TOMU IZ (20.1.12) SLEDUET, ^TO

+1Z
�1

F (x; �)dQ(�) =

+1Z
�1

F (x; �)dQ�(�)+Q�(�1)F�1(x)+(1�Q�(+1))F+1(x):

(20:1:14)

eSLI MY POKAVEM, ^TO

Q�(�1) = 0 I Q�(+1) = 1;

TO IZ pREDPOLOVENIQ (4) BUDET SLEDOWATX , ^TO

Q(�) � Q�(�)

I ZNA^IT Q(�) QWLQETSQ SLABYM PREDELOM L@BOJ SHODQ]EJSQ PODPOSLEDO-

WATELXNOSTI Qn(�) I PO\TOMU SPRAWEDLIWO (20.1.2). iTAK DLQ ZAWER[ENIQ

DOKAZATELXSTWA tEOREMY DOSTATO^NO POKAZATX, ^TO IZ pREDPOLOVENIQ (3)

SLEDUET, ^TO

Q�(�1) = 0 I Q�(+1) = 1:

pOSKOLXKU F�1(x) QWLQETSQ PREDELOM PRI � ! �1 FUNKCIJ F (x; �), TO

F�1(x) QWLQETSQ NEUBYWA@]EJ FUNKCIEJ x TAKOJ, ^TO

0 � F�1(�1) � F�1(+1) � 1: (20:1:15)

aNALOGI^NOE NERAWENSTWO SPRAWEDLIWO I DLQ F+1(x). pUSTX TEPERX W RA-

WENSTWE (20.1.14) x ! �1. tOGDA PO tEOREME O MAVORIRUEMOJ SHODIMOSTI

(lEKCIQ 2, P. 8), IMEEM

0 = Q�(�1)F�1(�1) + (1�Q�(+1))F+1(�1): (20:1:16)
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pO\TOMU, ESLI

Q�(�1) 6= 0;

TO F�1(�1) = 0 I ESLIQ�(+1) 6= 1, TO F+1(�1) = 0. aNALOGI^NO POLAGAQ

x ! +1 W (20.1.14) MY WIDIM, ^TO ESLI Q�(�1) 6= 0, TO F�1(+1) = 1 I

ESLI Q�(+1) 6= 1, TO F+1(+1) = 1.

pUSTX TEPERX an L@BAQ POSLEDOWATELXNOSTX ^ISEL, SHODQ]AQSQ K a SLEWA.

tOGDA IZ (20.1.14), POLAGAQ x = an; n ! +1 I WY^ITAQ (20.1.14) S x = a,

POLU^IM

Q�(�1)(F�1(a)� F�1(a� 0)) + (1�Q�(+1))(F+1(a)� F+1(a� 0)) = 0:

(20:1:17)

sLEDOWATELXNO, ESLIQ�(�1) 6= 0, TO F�1(a�0) = F�1(a), I ESLIQ�(+1) 6=
1, TO F+1(a � 0) = F+1(a). tAKIM OBRAZOM, ESLI Q�(�1) 6= 0, TO F�1(x)

QWLQETSQ FUNKCIEJ RASPREDELENIQ I ESLI Q�(+1) 6= 1, TO F+1(x) TAKVE

FUNKCIQ RASPREDELENIQ. ~TO PROTIWORE^IT pREDPOLOVENI@ (3). iTAK POLU-

^AEM

Q�(�1) = 0 I Q�(+1) = 1:

20.2 primery

pRIMER 20.2.1. (PARAMETR SDWIGA) pUSTX F (x) { NEPRERYWNAQ FUNKCIQ RAS-

PREDELENIQ S HARAKTERISTI^ESKOJ FUNKCIEJ NIGDE NE OBRA]A@]EJSQ W NOLX

fF (t) =

+1Z
�1

eitxdF (x) 6= 0; DLQ WSEH t: (20:2:1)

pOLOVIM

F (x; �) = F (x� �):

tOGDA pREDPOLOVENIQ (1), (2), (3) tEOREMY 20.1.1 WYPOLNQ@TSQ. pROWERIM

SPRAWEDLIWOSTX pREDPOLOVENIQ (4). eSLI Q1(�); Q2(�) DWE FUNKCII RASPRE-

DELENIQ TAKIE, ^TO FQ1(x) � FQ2(x), TO ESTX

+1Z
�1

F (x� �)dQ1(�) =

+1Z
�1

F (x� �)dQ2(�); DLQ WSEH x; (20:2:2)
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TOGDA (POSKOLXKU \TI INTEGRALY QWLQ@TSQ SW<RTKAMI)

fF (t)fQ1(t) = fF (t)fQ2(t); DLQ WSEH t; (20:2:3)

I ZNA^IT

fQ1(t) = fQ2(t); DLQ WSEH t; (20:2:4)

TO ESTX Q1(�) � Q2(�). tAKIM OBRAZOM pREDPOLOVENIE (4) TAKVE WYPOLNQ-

ETSQ I ZNA^IT SOGLASNO tEOREMY 20.1.1 POSLEDOWATELXNOSTX Qn(�), OPREDE-

L<NNAQ SOOTNO[ENIEM (20.1.9) QWLQETSQ \FFEKTIWNOJ OTNOSITELXNO KLASSA
�� WSEH APRIORNYH RASPREDELENIEJ Q(�).

zAMETIM TAKVE, ^TO HARAKTERISTI^ESKAQ FUNKCIQ NORMALXNOGO ZAKONA

TAKVE UDOWLETWORQET SOOTNO[ENI@ (20.2.1).

w SLU^AE, ESLI PARAMETRI^ESKOE PROSTRANSTWO � NE QWLQETSQ WSEJ DEJST-

WITELXNOJ PRQMOJ R1 UTWERVDENIE I DOKAZATELXSTWO tEOREMY 20.1.1 NUV-

DA@TSQ W MODIFIKACII. nAPRIMER, ESLI � = [0;+1), TO tEOREMA 20.1.1

PRIOBRETAET SLEDU@]IJ WID.

tEOREMA 20.2.1 pREDPOLOVIM, ^TO

1) dLQ L@BOGO FIKSIROWANNOGO x FUNKCII RASPREDELENIQ F (x; �) NEPRE-

RYWNY PO � 2 �.

2) pREDEL WIDA

F+1(x) = lim
�!+1

F (x; �)

SU]ESTWU@T DLQ WSEH x.

3) fUNKCIQ F+1(x) NE QWLQETSQ FUNKCIEJ RASPREDELENIQ.

4) eSLI Q1(�) I Q2(�) L@BYE FUNKCII RASPREDELENIQ SOSREDOTO^ENNYE

NA � = [0;+1) I TAKIE, ^TO

FQ1(x) � FQ2(x);

TO I

Q1(�) � Q2(�):

tOGDA POSLEDOWATELXNOSTX Qn(�), OPREDELENNAQ SOOTNO[ENIEM (20.1.9),

QWLQETSQ \FFEKTIWNOJ DLQ KLASSA �� WSEH APRIORNYH RASPREDELENIJ, SO-

SREDOTO^ENNYH NA � = [0;+1).

pRIWED<M PRIMERY ISPOLXZOWANIQ \TOJ tEOREMY.
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pRIMER 20.2.2. (RASPREDELENIE pUASSONA) pUSTX � = [0;+1) I

F (x; 0) =

(
0; ESLI x < 0;

1; ESLI x � 0
(20:2:5)

I DLQ 0 < � < +1 PUSTX

F (x; �) =
X

0�i�x

e���i

i!
: (20:2:6)

tOGDA pREDPOLOVENIQ (1), (2) I (3) WYPOLNQ@TSQ.

pUSTX Q 2 ��, TOGDA

FQ(x) =

Z
�

F (x; �)dQ(�) =
X

0�i�x

Z
�

p�(i)dQ(�); (20:2:7)

GDE

p0(i) =

(
1; ESLI i = 0;

0; ESLI i = 1; 2; � � � (20:2:8)

I

p�(i) =
e���i

i!
; PRI i = 0; 1; � � � ; 0 < � < +1:

tEPERX

FQ(0) =

Z
�

p�(0)dQ(�); FQ(n)� FQ(n� 1) =

=

Z
�

p�(n)dQ(�); n = 1; 2; � � � ; (20:2:9)

PO\TOMU, ESLI

FQ1(x) � FQ2(x);

TO Z
�

p�(n)dQ1(�) =

Z
�

p�(n)dQ2(�); n = 0; 1; 2; � � � : (20:2:10)

oPREDELIM TEPERX FUNKCI@ MNOVESTW

Hj(B) =

R
B

e��dQj(�)R
�

e��dQj(�)
; j = 1; 2; B 2 B1; (20:2:11)
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TOGDA Hj(�) QWLQ@TSQ WEROQTNOSTNYMI MERAMI, OPREDEL<NNYMI NA BORELEW-
SKIH MNOVESTWAH. pOSKOLXKU IZ RAWENSTW (20.2.10) SLEDUET, ^TO

C =

Z
�

e��dQ1(�) =

Z
�

p�(0)dQ1(�) = (20:2:12)

=

Z
�

p�(0)dQ2(�) =

Z
�

e��dQ2(�);

TO MY MOVEM ZAPISATX

Hj(B) =
1

C

Z
B

e��dQj(�); j = 1; 2; (20:2:13)

GDE 0 < C < +1. dALEE, POSKOLXKU

dHj

dQj
(�) =

e��

C
; (20:2:14)

TO DLQ n = 1; 2; � � � I j = 1; 2 IMEEM

Z
�

�ndHj(�) =
1

C

Z
�

e���ndQj(�) =
n!

C

Z
�

p�(n)dQj(�); (20:2:15)

PO\TOMU IZ (20.2.10) SLEDUET, ^TO

�n =

Z
�

�ndH1(�) =

Z
�

�ndH2(�); n = 1; 2; � � � : (20:2:16)

bOLEE TOGO, POSKOLXKU

e�n! =

�
1 + � +

�2

2!
+ � � �+ �n

n!
+ � � �

�
n! � �n;

TO

0 � e���n � n!; PRI 0 � � < +1;

IMEEM

0 � �n =
1

C

Z
�

e���ndQj(�) �
n!

C
; n = 1; 2; � � � ; (20:2:17)
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PO\TOMU IMEEM SHODQ]IJSQ RQD WIDA

+1X
n=1

�n
n!2n

< +1:

oTS@DA PO IZWESTNOJ tEOREME, KASA@]EJSQ PROBLEMY MOMENTOW, POLU^AEM,

^TO RASPREDELENIQ H1(�) I H2(�) OPREDELQ@TSQ ODNOZNA^NO SWOIMI MOMENTA-
MI I ZNA^IT TOVDESTWENNY (MOMENTY �n ODNOZNA^NO OPREDELQ@T RASPREDE-

LENIE, ESLI RQD
+1X
n=1

�ns
n

n!

SHODITSQ DLQ NEKOTOROGO ZNA^ENIQ s 6= 0 (SM. [3], STR. 315)). dALEE, POSKOLXKU

Qj(B) =

Z
B

dQj

dHj
(�)dHj(�) =

Z
B

Ce�dHj(�); j = 1; 2; (20:2:18)

TO TOVDESTWENNY I Q1(�), Q2(�). tAKIM OBRAZOM pREDPOLOVENIE (4) TAKVE

WYPOLNENO.

pRIWED<M TEPERX PRIMER, W KOTOROM � = (0;+1) I NOLX IGRAET ROLX

�1 W tEOREME 20.1.1.

pRIMER 20.2.3. (RAWNOMERNOE RASPREDELENIE) dLQ � 2 � = (0;+1) OPRE-

DELIM FUNKCI@ RASPREDELENIQ RAWNOMERNOGO RASPREDELENIQ

F (x; �) =

8><
>:

0; ESLI x � 0;

x=�; ESLI 0 < x < �;

1; ESLI x � �:

(20:2:19)

tOGDA

lim
�!0+

F (x; �) =

(
0; ESLI x � 0;

1; ESLI x > 0
(20:2:20)

I PREDEL

lim
�!+1

F (x; �) � 0 (20:2:21)

NE QWLQ@TSQ FUNKCIQMI RASPREDELENIQ. iTAK pREDPOLOVENIQ (1), (2) I (3)

WYPOLNQ@TSQ.

dLQ L@BOGO APRIORNOGO RASPREDELENIQ Q(�), SOSREDOTO^ENNOGO NA �, IME-
EM PRI x > 0

FQ(x) =

Z
�

F (x; �)dQ(�) =

Z
f0<��xg

1 � dQ(�) + x

Z
f�>xg

dQ(�)

�
: (20:2:22)
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sLEDOWATELXNO, ESLI FQ1(x) � FQ2(x), TO

Q1(x) + x

Z
f�>xg

dQ1(�)

�
= Q2(x) + x

Z
f�>xg

dQ2(�)

�
: (20:2:23)

eSLI x QWLQETSQ ODNOWREMENNO TO^KOJ NEPRERYWNOSTI Q1(x) I Q2(x), TO

Z
f�>xg

dQj(�)

�
=
Qj(�)

�

����+1
x

+

Z
f�>xg

Qj(�)

�2
d� = (20:2:24)

= �Qj(x)
x

+

Z
f�>xg

Qj(�)

�2
d�;

PO\TOMU

Qj(x) + x

Z
f�>xg

dQj(�)

�
= x

Z
f�>xg

Qj(�)

�2
d�; (20:2:25)

I ZNA^IT IZ SOOTNO[ENIQ (20.2.23) SLEDUET, ^TO

Z
f�>xg

Q1(�)

�2
d� =

Z
f�>xg

Q2(�)

�2
d� (20:2:26)

W KAVDOJ TO^KE NEPRERYWNOSTI x > 0 FUNKCIJ RASPREDELENIQ Q1(x) I Q2(x).

dIFFERENCIROWANIE PO x DA<T Q1(x) = Q2(x) DLQ WSEH TAKIH TO^EK I ZNA^IT

Q1(x) � Q2(x).

oDNIM IZ NEDOSTATKOW METODA, OPISANNOGO W tEOREME 20.1.1, POSTROENIQ

OCENKI NEIZWESTNOGO APRIORNOGO RAPREDELENIQ Q(�), QWLQETSQ NEKONSTRUK-
TIWNOSTX WYBORA OCENKI Qn(�), UDOWLETWORQ@]EJ (20.1.9). mETOD, OPISAN-

NYJ W lEKCII 21 SWOBODEN OT \TOGO NEDOSTATKA, NO SU]ESTWENNO ZAWISIT OT

KONKRETNOGO PARAMETRI^ESKOGO SEMEJSTWA. w SLEDU@]EJ lEKCII BUDET OPI-

SAN INOJ METOD OCENKI Q(�) W SLU^AE, ESLI PARAMETRI^ESKOE PROSTRANSTWO
� QWLQETSQ KONE^NYM MNOVESTWOM.
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w lEKCII RASSMOTREN METOD OCENKI APRIORNOGO RASPREDELENIQ, SOSREDO-

TO^ENNOGO W KONE^NOM ^ISLE TO^EK.

21.1 ocenkaapriornogo raspredeleniq:

kone~nyj slu~aj

pUSTX TEPERX PARAMETRI^ESKOE PROSTRANSTWO � KONE^NO. bEZ OGRANI^ENIQ

OB]NOSTI MOVNO S^ITATX, ^TO ONO IMEET WID

� = f1; � � � ; rg
I APRIORNOE RASPREDELENIE Q(�) NA � ZADA<TSQ WEKTOROM

(q1; � � � ; qr); qi � 0; i = 1; � � � ; r;
rX
i=1

qi = 1;

^TO MY BUDEM OBOZNA^ATX W WIDE

Q = fq1; � � � ; qrg:
tAKIM OBRAZOM

Q(� = i) = qi; i = 1; � � � ; r:
pREDPOLOVIM TAKVE, ^TO ZADANO IZWESTNOE KONE^NOE SEMEJSTWO RASPREDELE-

NIJ NA X
P1(�); � � � ;Pr(�)

I NABL@DAEMYE NEZAWISIMYE ODINAKOWO RASPREDEL<NNYE SLU^AJNYE WELI^I-

NY (X1; � � � ;Xn) IME@T RASPREDELENIE

PQ(X1 2 B) =
Z
�

P�(B)dQ(�) =
rX
i=1

qiPi(B): (21:1:1)

213
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nA[EJ ZADA^EJ QWLQETSQ POSTROENIE FUNKCIJ

qi;n = qi;n(x1; � � � ; xn) (21:1:2)

TAKIH, ^TO

qi;n � 0; i = 1; � � � ; r;
rX
i=1

qi;n = 1

I DLQ L@BOGO APRIORNOGO RASPREDELENIQ Q(�) NA � SPRAWEDLIWO RAWENSTWO

P

�
Lim
n!1

qi;n = qi; i = 1; � � � ; r
�
= 1: (21:1:3)

qSNO, ^TO NEOBHODIMOE USLOWIE DLQ SU]ESTWOWANIQ TAKOJ POSLEDOWATELXNOS-

TI qi;n IMEET WID

(A) eSLI

Q = fq1; � � � ; qrg I �Q = f�q1; � � � ; �qrg

DWA APRIORNYH RASPREDELENIQ TAKIH, ^TO DLQ L@BOGO BORELEWSKOGO MNOVES-

TWA B 2 B1

rX
i=1

qiPi(B) =
rX
i=1

�qiPi(B); (21:1:4)

TO Q � �Q.

dOKAVEM, ^TO USLOWIE (A) QWLQETSQ TAKVE I DOSTATO^NYM DLQ SU]ES-

TOWANIQ TAKOJ POSLEDOWATELXNOSTI.

oBOZNA^IM ^EREZ �(�) L@BU@ � { KONE^NU@ MERU NA X , OTNOSITELXNO KO-
TOROJ WSE RASPREDELENIQ Pi(�) QWLQ@TSQ ABSOL@TNO NEPRERYWNYMI I TAKIMI,
^TO IH PLOTNOSTI

pi(x) =
dPi
d�

(x); i = 1; � � � ; r

KWADRATI^NO INTEGRIRUEMYZ
X

p2i (x)d�(x) < +1; i = 1; � � � ; r: (21:1:5)

mOVNO WSEGDA, NAPRIMER, POLOVITX

�(B) = P1(B) + � � �+ Pr(B); B 2 B1;

TOGDA

0 � pi(x) � 1
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I ZNA^IT Z
X

p2i (x)d�(x) �
Z
X

pi(x)d�(x) = 1; i = 1; � � � ; r: (21:1:6)

tEPERX FUNKCII pi(x); i = 1; � � � ; r MOVNO RASSMATRIWATX KAK \LEMENTY

GILXBERTOWA PROSTRANSTWA H, POROVD<NNOGO IZMERIMYM PROSTRANSTWOM

(X ;B1; �). iZ USLOWIQ (A) SLEDUET, ^TO FUNKCII pi(x); i = 1; � � � ; r LINEJNO
NEZAWISIMY. pOSKOLXKU, ESLI

c1p1(x) + � � �+ crpr(x) � 0

DLQ NEKOTORYH KONSTANT c1; � � � ; cr, KOTORYE NE WSE RAWNY NUL@, TO IZMENQQ

OBOZNA^ENIQ, WSEGDA MOVNO ZAPISATX

c1p1(x) + � � �+ ckpk(x) � ck+1pk+1(x) + � � �+ cqpq(x); (21:1:7)

GDE c1; � � � ; cq WSE POLOVITELXNY I 1 � q � r. iNTEGRIRUQ \TO TOVDESTWO

PO WSEMU PROSTRANSTWU X , POLU^IM

c1 + � � �+ ck = ck+1 + � � �+ cq = c > 0 (21:1:8)

I ZNA^IT DLQ RAZLI^NYH APRIORNYH RASPREDELENIJ

Q =

�
c1

c
; � � � ; ck

c
; 0; � � � ; 0

�
6= �Q =

�
0; � � � ; 0; ck+1

c
; � � � ; cq

c

�
(21:1:9)

SPRAWEDLIWO SOOTNO[ENIE (21.1.4), ^TO PROTIWORE^IT PREDPOLOVENI@ (A).

pUSTX TEPERX Lj OBOZNA^AET LINEJNOE PROSTRANSTWO, POROVD<NNOE r � 1

FUNKCIEJ p1(x); � � � ; pj�1(x); pj+1(x); � � � ; pr(x). tOGDA SPRAWEDLIWO ODNOZNA^-
NOE PREDSTAWLENIE

pj(x) = �pj(x) + ~pj(x); j = 1; � � � ; r (21:1:10)

S

�pj(x) 2 Lj; ~pj(x) ? Lj; ~pj(x) 6= 0: (21:1:11)

pOLAGAQ TEPERX

 j(x) =
~pj(x)R

X
(~pj(x))2d�(x)

; (21:1:12)

POLU^IM

Z
X

 j(x)pk(x)d�(x) =

(
1; ESLI j = k;

0; ESLI j 6= k:
(21:1:13)
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tEPERX OPREDELIM

�qi;n =
1

n

nX
l=1

 i(xl); qi;n =
�q+i;n
rP
j=1

�q+j;n

; (21:1:14)

GDE a+ OBOZNA^AET max(a; 0). eSLI (X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO

RASPREDEL<NNYE SLU^AJNYE WELI^INY S OB]IM RASPREDELENIEM (21.1.1), TO

IH OB]AQ PLOTNOSTX OTNOSITELXNO MERY �(�) IMEET WID
rX
j=1

qjpj(x); (21:1:15)

PO\TOMU PRINIMAQ WO WNIMANIE SOOTNO[ENIE (21.1.13), POLU^IM

E i(X1) =

Z
X

 i(x)
rX
j=1

qjpj(x)d�(x) =

=

rX
j=1

qj

Z
X

 i(x)pj(x)d�(x) = qj: (21:1:16)

tEPERX IZ zAKONA bOLX[IH ~ISEL NEPOSREDSTWENNO SLEDUET (21.1.3).

pRIMENIM TEPERX tEOREMU 19.1.1 S PROIZWOLXNYM PROSTRANSTWOM RE[E-

NIJ � I FUNKCIEJ POTERX L(�; �), KOTORAQ POLNOSTX@ OPREDELQETSQ NABOROM

FUNKCIJ

L(i; �); i = 1; � � � ; r. pREDPOLOVIM DLQ PROSTOTY, ^TO

0 � L(i; �) � L < +1; DLQ WSEH � 2 � I i = 1; � � � ; r: (21:1:17)

tEPERX SOOTNO[ENIE (19.1.6) PRIOBRETAET WID

�Q(�; x) =
rX
i=1

[L(i; �) � L(i; �0)]pi(x)qi (21:1:18)

I ESLI POLOVITX

�n(�; x) =
rX
i=1

[L(i; �) � L(i; �0)]pi(x)qi;n; (21:1:19)

TO NETRUDNO WIDETX, ^TO SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

sup
�2�

j�n(�; x) ��Q(�; x)j � L
rX
i=1

pi(x)jqi;n � qij: (21:1:20)
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pOSKOLXKU pi(x) < +1 DLQ � { PO^TI WSEH x, TO IZ SOOTNO[ENIQ (21.1.5)

TEPERX SLEDUET, ^TO S WEROQTNOSTX@ EDINICA WYPOLNENO RAWENSTWO (19.1.10).

pO\TOMU POSLEDOWATELXNOSTX RE[A@]IH FUNKCIJ � = f�ng, OPREDEL<NNAQ
SOOTNO[NIEM (19.1.11), QWLQETSQ ASIMPTOTI^ESKI OPTIMALXNOJ DLQ L@BOGO

APRIORNOGO RASPREDELENIQ Q = fq1; � � � ; qrg.
bYLO BY INTERESNO POPYTATXSQ RASPROSTRANITX OPISANNYJ METOD OCEN-

KI APRIORNOGO RASPREDELENIQ NA SLU^AJ PARAMETRI^ESKOGO PROSTRANTSWA WI-

DA � = R1. oDIN IZ WOZMOVNYH PUTEJ SOSTOIT W SLEDU@]EM.

pREDPOLOVIM RADI OPREDEL<NNOSTI, ^TO � QWLQETSQ PARAMETROM SDWIGA

NORMALXNOGO RASPREDELENIQ S EDINI^NOJ DISPERSIEJ, TO ESTX NABL@DENIQ

(X1; � � � ;Xn) IME@T OB]U@ PLOTNOSTX WIDA

pQ(x) =

+1Z
�1

'(x� �)dQ(�); '(x) =
1p
2�
e�x

2=2 (21:1:21)

OTNOSITELXNO MERY lEBEGA NA PRQMOJ X = R1.

dLQ KAVDOGO n � 1 PUSTX

�
(n)
1 < � � � < �

(n)
kn

(21:1:22)

QWLQ@TSQ KONSTANTAMI I PUSTX qi;n; i = 1; � � � ; kn OPREDELQ@TSQ SOOTNO[E-
NIQMI (21.1.14) S FUNKCIQMI pj(x) IZ (21.1.5), ZAMEN<NNYMI NA '(x � �

(n)
j ).

rASSMOTRIM SLU^AJNU@ FUNKCI@ RASPREDELENIQ

Qn(�) =
X

qi;n; (21:1:23)

GDE SUMMIROWANIE RASPROSTRANQETSQ NA WSE i TAKIE, ^TO

�
(n)
i < �:

mOVEM LI MY WYBRATX WELI^INY kn I (21.1.22) DLQ KAVDOGO n TAK, ^TOBY

PRI WSEH Q(�) WYPOLNQLOSX RAWENSTWO

P

�
Lim
n!1

Qn(�)! Q(�); W KAVDOJ TO^KE NEPRERYWNOSTI Q(�)
�
= 1?

21.2 slu~ajotsutstwiqasimptoti~es-

kioptimalxnoj re{a`}ejfunk-

cii

pRIWED<M PRIMER, KOGDA NE SU]ESTWUET ASIMPTOTI^ESKI OPTIMALXNOJ PO-

SLEDOWATELXNOSTI RE[A@]IH FUNKCIJ, NO \MPIRI^ESKIJ BAJESOWSKIJ POD-

HOD PRIWODIT K RAZUMNYM REZULXTATAM.
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pUSTX X { SLU^AJNAQ WELI^INA, PRINIMA@]AQ TOLXKO DWA ZNA^ENIQ: NOLX

S WEROQTNOSTX@ 1�� I EDINICU S WEROQTNOSTX@ �, GDE NEIZWESTNYJ PARAMETR

� PRINADLEVIT MNOVESTWU � = [0; 1].

nA OSNOWE ODNOGO NABL@DENIQ X = x MY HOTIM OCENITX �. dLQ OCENKI

� 2 � = � = [0; 1], PUSTX FUNKCIQ POTERX IMEET WID

L(�; �) = (� � �)2:

rE[A@]AQ FUNKCIQ �(x) OPREDELQETSQ DWUMQ POSTOQNNYMI �(0); �(1), KOTO-

RYE PRINADLEVAT EDINI^NOMU INTERWALU � = [0; 1]. uSLOWNYE SREDNIE PO-

TERI, PRI ISPOLXZOWANII RE[A@]EJ FUNKCII �(x) PRI DANNOM �, IME@T WID

(SM. (18.1.1))

R(�; �) = (1� �)(� � �(0))2 + �(� � �(1))2 = (21:2:1)

= �2(0) + [�2(1) � 2�(0) � �2(0)]� + [1� 2�(1) + 2�(0)]�2:

rASSMOTRIM KLASS RE[A@]IH FUNKCIJ ��(x), ZAWISQ]IH OT PARAMETRA � 2
(0; 1) I OPREDEL<NNYH KAK

��(0) =
�

2
; ��(1) =

1 + �

2
: (21:2:2)

iZ RAWENSTWA (21.2.1) NEPOSREDSTWENNO SLEDUET, ^TO

R(�; ��) =
�2 + (1� 2�)�

4
: (21:2:3)

oBOZNA^IM ��(x) PRI � = 1=2 ^EREZ ��(x), TO ESTX

��(0) =
1

4
; ��(1) =

3

4
; R(�; ��) =

1

16
; DLQ WSEH �: (21:2:4)

dLQ L@BOGO APRIORNORGO RASPREDELENIQ Q(�) SLU^AJNOJ WELI^INY �, POLO-

VIM

�i =

1Z
0

�idQ(�); i = 1; 2: (21:2:5)

tOGDA IZ (21.2.1) SLEDUET, ^TO DLQ L@BOJ RE[A@]EJ FUNKCII �(x) SPRAWED-

LIWO RAWENSTWO

r(�;Q) =

1Z
0

R(�; �)dQ(�) = (21:2:6)
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= ��(0) + �1[�
2(1) � 2�(0) � �2(0)] + �2[1� 2�(1) + 2�(0)]:

iSKL@^AQ TRIWIALXNYE SLU^AI, KOGDA �1 = 0 ILI �1 = 1, POSLE NEKOTORYH

WY^ISLENIJ, OTS@DA SLEDUET, ^TO

r(�;Q) =
(�1 � �2)(�2 � �21)

�1(1� �1)
+ (21:2:7)

+(1� �1)

�
�(0) � �1 � �2

1� �1

�2
+ �1

�
�(1) � �2

�1

�2
;

PO\TOMU PRI DANNOM APRIORNOM RASPREDELENII Q(�) BAJESOWSKIJ RISK r(�;Q)
DOSTIGAET EDINSTWENNOGO MINIMUMA NA BAJESOWSKOJ RE[A@]EJ FUNKCII �Q(x)

WIDA

�Q(0) =
�1 � �2

1� �1
; �Q(1) =

�2

�1
; (21:2:8)

PRI^<M

r(Q) = r(�Q; Q) =
(�1 � �2)(�2 � �21)

�1(1� �1)
: (21:2:9)

kAVDAQ RE[A@]AQ FUNKCIQ �(x) (W ^ASTNOSTI I ��(x)) QWLQETSQ BAJESOWSKOJ
RE[A@]EJ FUNKCIEJ, OTNOSITELXNO APRIORNOGO RASPREDELENIQ Q(�) TAKOGO,
^TO

�1 � �2
1� �1

=
�

2
;

�2
�1

=
1 + �

�
: (21:2:10)

tAKIM APRIORNYM RASPREDELENIEM Q�, NAPRIMER, QWLQETSQ BETA { RASPRE-

DELENIE S PLOTNOSTX@

[B(�; 1� �)]�1���1(1� �)(1��)�1; (21:2:11)

DLQ KOTOROGO

�1 = �; �2 =
�(1 + �)

2
; r(Q�) =

�(1� �)

4
: (21:2:12)

tOT FAKT, ^TO ��(x) QWLQETSQ BAJESOWSKOJ RE[A@]EJ FUNKCIEJ PRI APRI-
ORNOM RASPREDELENII Q1=2 I TO, ^TO DLQ L@BOGO APRIORNOGO RASPREDELENIQ

Q(�) SPRAWEDLIWO TOVDESTWO

r(��; Q) =

1Z
0

R(�; ��)dQ(�) =
1

16
(21:2:13)
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IMEET WAVNOE SLEDSTWIE WIDA

sup
Q
r(�;Q) >

1

16
DLQ KAVDOJ RE[A@]EJ FUNKCII �(x) 6= ��(x): (21:2:14)

tAKIM OBRAZOM, ESLI DLQ NEKOTOROJ RE[A@]EJ FUNKCII �0(x) SPRAWEDLIWO
NERAWENSTWO

sup
Q
r(�0; Q) � 1

16
;

TO, W ^ASTNOSTI,

1

16
= r(��; Q1=2) � r(�0; Q1=2) �

1

16
(21:2:15)

I ZNA^IT

r(��; Q1=2) = r(�0; Q1=2) =
1

16
; (21:2:16)

PO\TOMU �0(x) = ��(x). oTS@DA SLEDUET, ^TO RE[A@]AQ FUNKCIQ ��(x) QWLQ-
ETSQ EDINSTWENNOJ MINIMAKSNOJ RE[A@]EJ FUNKCIEJ W TOM SMYSLE, ^TO ONA

MINIMIZIRUET MAKSIMUM, PO WSEM APRIORNYM RASPREDELENIQM Q(�), BAJESOW-
SKOGO RISKA. kOGDA NI^EGO NE IZWESTNO OB APRIORNOM RASPREDELENII Q(�), TO
RAZUMNO ISPOLXZOWATX MINIMAKSNU@ RE[A@]U@ FUNKCI@ ��(x), PRI \TOM
BAJESOWSKIJ RISK WSEGDA BUDET RAWNQTXSQ 1=16, NEZAWISIMO OT APRIORNOGO

RASPREDELENIQ Q(�). eSLI NEKOTORAQ RE[A@]AQ FUNKCIQ �(x) 6= ��(x), TO
BAJESOWSKIJ RISK BUDET > 1=16 DLQ NEKOTOROGO APRIORNOGO RASPREDELENIQ

Q(�) (W ^ASTNOSTI, DLQ L@BOGO APRIORNOGO RASPREDELENIQ Q(�) S �1 = 1=2 I

�2 = 3=8, NAPRIMER, DLQ Q1=2(�)).
dLQ L@BOGO 0 < � < 1 OBOZNA^IM ^EREZ G� KLASS WSEH APRIORNYH RASPRE-

DELENIJ Q(�) TAKIH, ^TO �1(Q) = �. dLQ L@BOGO APRIORNOGO RASPREDELENIQ

Q(�) IZ G� (W ^ASTNOSTI DLQ Q�(�)) IZ SOOTNO[ENIJ (21.2.2) I (21.2.7), POSLE

NEKOTORYH PREOBRAZOWANIJ, SLEDUET, ^TO

r(��; Q) =
�(1� �)

2
; DLQ L@BOGO Q 2 G�; (21:2:17)

NEZAWISIMO OT ZNA^ENIQ �2(Q). pO\TOMU TAK VE, KAK I WY[E

sup
Q2G�

r(�;Q) >
�(1 � �)

4
DLQ KAVDOJ RE[A@]EJ FUNKCII �(x) 6= ��(x);

(21:2:18)

PO\TOMU OTNOSITELXNO KLASSA G� RE[A@]AQ FUNKCIQ ��(x) QWLQETSQ EDIN-

STWENNOJ MINIMAKSNOJ RE[A@]EJ FUNKCIEJ W TOM SMYSLE, ^TO ONA MINIMI-

ZIRUET MAKSIMUM BAJESOWSKOGO RISKA, WZQTYJ PO KLASSU G�. eSLI NI^EGO
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NE IZWESTNO OB APRIORNOM RASPREDELENII Q(�) KROME TOGO, ^TO �1(Q) = �, TO

RAZUMNO ISPOLXZOWATX RE[A@]U@ FUNKCI@ ��(x), POSKOLXKU DLQ NE< BAJE-

SOWSKIJ RISK BUDET RAWNQTXSQ

�(1 � �)

4
;

W TO WREMQ, KAK DLQ L@BOJ DRUGOJ RE[A@]EJ FUNKCII BAJESOWSKIJ RISK

BUDET >
�(1��)

4
DLQ NEKOTOROGO APRIORNOGO RASPREDELENIQ Q(�) (W ^ASTNOSTI,

DLQ L@BOGO APRIORNOGO RASPREDELENIQ Q(�) S

�1(Q) = �; �2(Q) =
�(1 + �)

2
;

TO ESTX, NAPRIMER, DLQ Q�(�)).
iZ PREDYDU]EGO SLEDUET, ^TO (WPRO^EM, \TO MOVET BYTX PROWERENO I

NEPOSREDSTWENNO)

(�1 � �2)(�2 � �21)

�1(1� �1)
� �1(1� �1)

4
� 1

16
: (21:2:19)

pRI^<M RAWENSTWA DOSTIGAETSQ TOLXKO, ESLI SOOTWETSTWENNO

�2 =
�1(1 + �1)

2
I �1 =

1

2
:

pREDPOLOVIM TEPERX, ^TO APRIORNOE RASPREDELENIE Q(�) NAM NE IZWESTNO,

MY HOTIM "OCENITX" NEIZWESTNOE ZNA^ENIE � I IMEEM NEZAWISIMYE NABL@-

DENIQ (X1; � � � ;Xn) PRI^<M

P(X1 = 1) =

1Z
0

�dQ(�) = �1(Q);

P(X1 = 0) =

1Z
0

(1� �)dQ(�) = 1� �1(Q): (21:2:20)

tAKIM OBRAZOM RASPREDELENIE Xi ZAWISIT TOLXKO OT �1(Q). pOSKOLXKU BAJE-

SOWSKAQ RE[A@]AQ FUNKCIQ �Q(x), OPREDEL<NNAQ SOOTNO[ENIEM (21.2.8), ZA-

WISIT TAK VE I OT �2(Q), TO OTS@DA SLEDUET, ^TO NE SU]ESTWUET ASIMPTOTI-

^ESKI OTIMALXNOJ, OTNOSITELXNO L@BOGO APRIORNOGO RASPREDELENIQ Q(�) IZ
KLASSA G, RE[A@]EJ FUNKCII �n(x), ESLI TOLXKO �2 NE QWLQETSQ FUNKCIEJ
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�1 W KLASSE G. w PRAKTI^ESKIH PRILOVENIQH �2 REDKO QWLQETSQ FUNKCI-

EJ �1, PO\TOMU TIPI^NYM OBRAZOM ASIMPTOTI^ESKI OPTIMALXNOJ RE[A@]EJ

FUNKCII NE SU]ESTWUET.

s DRUGOJ STORONY, PUSTX

un =
1

n

nX
i=1

Xi; (21:2:21)

I RASSMOTRIM POSLEDOWATELXNOSTX RE[A@]IH FUNKCIJ ~�(x) = f�n(x)g WIDA

�n(0) =
un
2
; �n(1) =

1 + un
2

(21:2:22)

w SILU zAKONA bOLX[IH ~ISEL, DLQ L@BOGO APRIORNOGO RASPREDELENIQ Q(�)
IZ KLASSA G� S WEROQTNOSTX@ EDINICA PRI n!1

un ! �

I ZNA^IT

�n(x)! ��(x):

w DEJSTWITELXNOSTI, POSKOLXKU

EXi = � = EX2
i ; DXi = �(1� �); (21:2:23)

TO

Eun = �; Eu2n = Dun + �2 =
�(1� �)

n
+ �2 (21:2:24)

I ZNA^IT IZ SOOTNO[ENIQ (21.2.6) SLEDUET, ^TO

rn(~�;Q) = E

�
u2n
4
+�

�
1 + 2un + u2n

4
�un�

u2n
4

�
+�2(1�1�un+un)

�
= (21:2:25)

=
1

4
E[u2n � 2un + �] =

�(1� �)(n+ 1)

4n
= r(��; Q)

n+ 1

n
:

tAKIM OBRAZOM PRI BOLX[IH n ISPOLXZUQ RE[A@]U@ FUNKCI@ ~� MY BY PO-

LU^ILI PO^TI TAKOJ VE RISK, KAK ESLI BY ZNALI �1(Q) = � I ISPOLXZOWALI

RE[A@]U@ FUNKCI@ ��(x). bOLEE TOGO, DLQ L@BOGO APRIORNOGO RASPREDELE-

NIQ Q 2 G�
rn(~�;Q)� r(��; Q) =

�(1� �)

4n
� 1

16n
; (21:2:26)
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W TO WREMQ, KAK

rn(~�;Q)� r(��; Q) =
�(1 � �)(n+ 1)

4n
� 1

16
= (21:2:27)

= �(1� 2�)2

16
+
�(1 � �)

4n
:

|TOT PRIMER ILL@STRIRUET SITUACI@, KOGDA ASIMPTOTI^ESKI OPTIMALX-

NAQ RE[A@]AQ FUNKCIQ � NE SU]ESTWUET, LIBO SU]ESTWUET, NO RISK r(�;Q)

SLI[KOM MEDLENNO SHODITSQ K r(Q) I STOIT ISPOLXZOWATX PO KRAJNEJ MERE

ASIMPTOLTI^ESKI "SUBMINIMAKSNU@" RE[A@]U@ FUNKCI@.
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lEKCIQ SODERVIT ZADA^I, DOPOLNQ@]IE TEORI@, IZLOVENNU@ W PREDYDU-

]IH lEKCIQH.

22.1 zada~i

1) pUSTX X = fx1; x2; � � �g, �(�) { S^ITA@]AQ MERA NA X A f(x) INTEGRI-

RUEMAQ FUNKCIQ. dOKAZATX, ^TOZ
X

f(x)d�(x) =
X
i� 1

f(xi):

2) pUSTX (X ; F ; �) ESTX PROSTRANSTWO S MEROJ, I PUSTX A { KLASS WSEH

MNOVESTW WIDA F [ C, GDE F 2 F I C ESTX PODMNOVESTWO MNOVESTWA

A 2 F S �(A) = 0. dOKAZATX, ^TO A ESTX � { ALGEBRA.

3) pUSTX � I � { � { KONE^NYE MERY NA IZMERIMOM PROSTRANSTWE (X ; F)
I MERA � ABSOL@TNO NEPRERYWNA OTNOSITELXNO �, TOGDAZ

X

f(x)d�(x) =

Z
X

f(x)
d�

d�
(x)d�(x)

DLQ L@BOJ � { INTEGRIRUEMOJ FUNKCII f(x).

4) pUSTX �, � I � { � { KONE^NYE MERY NA IZMERIMOM PROSTRANSTWE (X ; F)
TAKIE, ^TO MERA � ABSOL@TNO NEPRERYWNA OTNOSITELXNO �, A MERA �

ABSOL@TNO NEPRERYWNA OTNOSITELXNO �, TOGDA

d�

d�
(x) =

d�

d�
(x)

d�

d�
(x); � � PO^TI WS@DU:

225
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5) pUSTX � I � { � { KONE^NYE MERY NA IZMERIMOM PROSTRANSTWE (X ; F),
KOTORYE \KWIWALENTNY W TOM SMYSLE, ^TO KAVDAQ ABSOL@TNO NEPRE-

RYWNA OTNOSITELXNO DRUGOJ, TOGDA

d�

d�
(x) =

 
d�

d�
(x)

!�1
; �; �� PO^TI WS@DU:

6) pUSTX �k; k = 1; 2; � � � I � { � { KONE^NYE MERY NA IZMERIMOM PROSTRAN-

STWE (X ; F) TAKIE, ^TO
1X
k=1

�k(F ) = �(F ); F 2 F :

tOGDA, ESLI �k ABSOL@TNO NEPRERYWNY OTNOSITELXNO � { KONE^NOJ ME-

RY �, TO I � ABSOL@TNO NEPRERYWNA OTNOSITELXNO � I

d
nP
i=1

�i

d�
(x) =

nX
i=1

d�i
d�

(x); Lim
n!1

d
nP
i=1

�i

d�
(x) =

d�

d�
(x); � � PO^TI WS@DU:

7) nAPOMNIM, ^TO MEDIANOJ SLU^AJNOJ WELI^INY X NAZYWAETSQ L@BOE

ZNA^ENIE mX TAKOE, ^TO

P(X � mX) � 1

2
I P(X � mX) � 1

2
:

dOKAZATX, ^TO \TO OPREDELENIE RAWNOSILXNO SLEDU@]EMU

P(X < mX) � 1

2
I P(X > mX) � 1

2
:

dOKAZATX TAKVE, ^TO MNOVESTWO MEDIAN WSEGDA ESTX ZAMKNUTYJ INTER-

WAL m0 � mX � m1.

8) pUSTX

h(a) = EjX � aj <1
PRI NEKOTOROM a 2 R1. dOKAZATX, ^TO h(a) MINIMIZIRUETSQ NA L@BOJ

MEDIANE SLU^AJNOJ WELI^INY X.

9) dLQ L@BOGO NABORA RAZLI^NYH WE]ESTWENNYH ^ISEL x1; � � � ; xn MEDIANA
OPREDELQETSQ KAK SREDNEE IZ UPORQDO^ENNYH ZNA^ENIJ x { OW, KOGDA n
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NE^<TNOE, I KAK L@BOE ZNA^ENIE MEVDU DWUMQ CENTRALXNYMI SREDI

UPORQDO^ENNYH ZNA^ENIJ x { OW, KOGDA n ^<TNOE. pOKAZATX, ^TO \TO

ESTX TAKVE MEDIANA SLU^AJNOJ WELI^INY X, PRINIMA@]EJ KAVDOE IZ

ZNA^ENIJ x1; � � � ; xn S WEROQTNOSTX@ 1=n.

dLQ L@BOGO NABORA RAZLI^NYH WE]ESTWENNYH ^ISEL x1; � � � ; xn SUMMA
ABSOL@TNYH UKLONENIJ

nX
i=1

jxi � aj

MINIMIZIRUETSQ L@BOJ MEDIANOJ x { OW.

10) rASSMOTRIM STATISTI^ESKU@ STRUKTURU (X ; F ; fP�; � 2 �g), W KOTO-
ROJ X = f�1; 0; 1; 2; � � �g, F = 
(X ) { MNOVESTWO WSEH PODMNOVESTW

MNOVESTWA X , � = (0; 1) I SEMEJSTWO RASPREDELENIJ fP�; � 2 �g IMEET
WID

P�(�1) = �; P�(k) = (1� �)2�k; k = 0; 1; 2; � � � ; � 2 �:

dOKAZATX, ^TO DOSTATO^NAQ STATISTIKA T (X) = X NE POLNA.

11) pUSTX X = (X1; � � � ;Xn), GDE NABL@DENIQ Xi IME@T SIMMETRI^NOE RAS-

PREDELENIE, TO ESTX DLQ L@BOGO BORELEWSKOGO MNOVESTWA B 2 Bn SPRA-
WEDLIWO RAWENSTWO

P((X1; � � � ;Xn) 2 B) = P((Xi1 ; � � � ;Xin) 2 B)

DLQ L@BOJ PERESTANOWKI (i1; � � � ; in) ^ISEL (1; � � � ; n). w ^ASTNOSTI, (X1; � � � ;Xn)

MOGUT BYTX NEZAWISIMYMI I ODINAKOWO RASPREDEL<NNYMI.pUSTX h(x1; � � � ; xn)
{ L@BAQ IZMERIMAQ I INTEGRIRUEMAQ FUNKCIQ. dOKAZATX, ^TO

E(h(X1; � � � ; Xn) j T (X)) =
1

n!

X
(i1;���;in)

h(Xi1 ; � � � ;Xin);

GDE T (X) = (X(1); � � � ;X(n)) I X(1) � � � � � X(n) { WARIACIONNYJ RQD.

|DESX SUMMIROWANIE PROIZWODITSQ PO WSEM PERESTANOWKAM (i1; � � � ; in)
^ISEL (1; � � � ; n). |TOT REZULXTAT OZNA^AET, ^TO STATISTIKA T (X) QWLQ-

ETSQ DOSTATO^NOJ DLQ SLU^AQ, ESLI NEIZWESTNYM PARAMETROM � QWLQET-

SQ NEIZWESTNOE SIMMETRI^NOE RASPREDELENIE.

12) pUSTX X = (X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RAWNOMERNO RASPRE-

DEL<NNYE NABL@DENIQ

Xi � R(0; �); i = 1; 2; � � � ; � > 0:
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dOKAZATX, ^TO

F (x j t) = P�(X1 < x j X(n) = t) =

8><
>:

0; X < 0;
x
t
n�1
n
; 0 � x � t;

1; x > t:

wYWESTI OTS@DA, ^TO OPTIMALXNAQ OCENKA DLQ PARAMETRA � ESTX

��(X(n)) = 2E�(X1 j X(n)) =
n+ 1

n
X(n)

I

D��
�(X(n)) =

�2

n(n+ 2)
< D�(2X) =

�2

3n
; n > 1:

13) pUSTX STATISTIKA T (X) NA STATISTI^ESKOJ STRUKTURE (X ; F ; P) DOSTA-
TO^NA DLQ SEMEJSTWA P. eSLI ONA QWLQETSQ MINIMALXNOJ DOSTATO^NOJ
STATISTIKOJ DLQ PODSEMESTWA P 0 � P I WSQKOE P 0 { NULEWOE MNOVESTWO
QWLQETSQ I P { NULEWYM, TO STATISTIKA T (X) QWLQETSQ MINIMALXNOJ

DOSTATO^NOJ STATISTIKOJ I DLQ SEMEJSTWA P.

14) eSLI NABL@DENIE X IMEET BINOMIALXNOE RASPREDELENIE

X � B(n; �); � 2 (0; 1);

TO DLQ RISKA SPRAWEDLIWO RAWENSTWO (L(�; �) = j� � �j)

E�jX=n� �j = 2

 
n� 1

k � 1

!
�k(1� �)n�k+1 PRI

k � 1

n
� � � k

n
:

15) pUSTX X = (X1; � � � ; Xn) { NEKORRELIROWANNYE NABL@DENIQ S OB]IM

MATEMATI^ESKIM OVIDANIEM � I DISPERSIEJ �2. dOKAZATX, ^TO SREDI

WSEH LINEJNYH OCENOK DLQ � WIDA
nP
i=1

�iXi, UDOWLETWORQ@]IH SOOTNO-

[ENI@
nP
i=1

�i = 1, OCENKA X = 1
n

nP
i=1

Xi IMEET NAIMENX[U@ DISPERSI@.

16) dOKAZATX, ^TO EDINSTWENNAQ BAJESOWSKAQ OCENKA QWLQETSQ DOPUSTIMOJ.

17) dOKAZATX, ^TO EDINSTWENNAQ MINIMAKSNAQ OCENKA QWLQETSQ DOPUSTI-

MOJ.
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18) pUSTX

min
�
r(�;Q) <1:

tOGDA, ESLI

� = f�1; �2; � � �g I Q(� = �i) > 0; i = 1; 2; � � �

ILI � � Rk I FUNKCIQ RISKA R(�; �) NEPRERYWNA PO � 2 � DLQ L@BOJ

OCENKI �(X) I APRIORNOE RASPREDELENIE Q IMEET STROGO POLOVITELX-

NU@ PLOTNOSTX, TO BAJESOWSKAQ OCENKA �Q(X) DOPUSTIMA.

19) pUSTX

X � B(�; 1); � = [1=3; 2=3]:

dOKAZATX, ^TO OCENKA

��(X) = 4=9 1f0g(X) + 5=9 1f1g(X)

QWLQETSQ MINIMAKSNOJ.

20) pUSTX X = (X1;X2), GDE Xi; i = 1; 2 { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RASPRE-

DEL<NNYE NABL@DENIQ, IME@]IE PLOTNOSTX

p�(x) =
3x2

�3
1(0;�)(x)

I

� = � = (0;1); L(�; �) = (� � �)2:

dOKAZATX, ^TO OCENKI

�1(X) = 2=3 (X1 +X2); �2(X) = 7=6 max(X1; X2)

QWLQ@TSQ NESME]<NNYMI OCENKAMI PARAMETRA �. nAJTI I SRAWNITX

RISKI \TIH OCENOK.

21) pUSTX �Q(X) ESTX BAJESOWSKAQ (SOOTWETSTWENNO OPTIMALXNAQ, MINI-

MAKSNAQ, DOPUSTIMAQ) OCENKA DLQ PARAMETRI^ESKOJ FUNKCII g(�) PRI

KWADRATI^NOJ FUNKCII POTERX. tOGDA OCENKA a�Q(X) + b; a; b 2 R1

QWLQETSQ BAJESOWSKOJ (SOOTWETSTWENNO OPTIMALXNOJ, MINIMAKSNOJ, DO-

PUSTIMOJ) DLQ FUNKCII ag(�) + b.

22) pUSTX �(X) { OCENKA DLQ PARAMETRA � 2 � PRI KWADRATI^NOJ FUNKCII

POTERX. tOGDA OCENKA a�Q(X) + b; a; b 2 R1 QWLQETSQ NEDOPUSTIMOJ

OCENKOJ DLQ �, ESLI TOLXKO a > 1 ILI a < 0 ILI a = 1; b 6= 0.
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23) eSLI OCENKA IMEET POSTOQNNYJ RISK I DOPUSTIMA, TO ONA MINIMAKSNA.

24) pUSTX ��(X) ESTX MINIMAKSNAQ OCENKA DLQ g(�), KOGDA � 2 �� � �.

tOGDA, ESLI

sup
�2��

R(�; ��) = sup
�2�

R(�; ��);

TO ��(X) MINIMAKSNA TAKVE DLQ g(�) I TOGDA, KOGDA � 2 �.

25) pUSTX SU]ESTWUET POSLEDOWATELXNOSTX APRIORNYH RASPREDELENIJ fQng
NA � I OCENKA �(X) TAKIE, ^TO

sup
�2�

R(�; �) � lim sup
n!1

Z
�

R(�; �Qn
)dQn(�):

tOGDA �(X) { MINIMAKSNAQ OCENKA.

26) pUSTX NABL@DENIE X IMEET BINOMIALXNOE RASPREDELENIE

X � B(n; �); � 2 � = (0; 1)

S NEIZWESTNYM PARAMETROM � I PUSTX FUNKCIQ POTERX IMEET WID

L(�; �) =
(� � �)2

�(1� �)
:

rASSMOTRIM RAWNOMERNOE APRIORNOE RASPREDELENIE Q NA �, TO ESTX

PUSTX

� � R(0; 1):
dOKAZATX, ^TO EDINSTWENNAQ BAJESOWSKAQ OCENKA �Q(X) DLQ PARAMETRA

� ESTX

�Q(X) =
X

n

I E< BAJESOWSKIJ RISK POSTOQNEN I RAWEN 1=n.

27) pUSTX X = (X1; � � � ;Xn), GDE Xi; i = 1; � � � ; n NEZAWISIMYE ODINAKOWO

NORMALXNO RASPREDL<NNYE NABL@DENIQ

Xi � N (�; 2�); i = 1; � � � ; n; � > 0:

dOKAZATX, ^TO OCENKA MAKSIMALXNOGO PRAWDOPODOBIQ �̂(X) DLQ PARA-

METRA � ESTX

�̂(X) =

vuut1 +
1

n

nX
i=1

X2
i � 1:

dOKAZATX SOSTOQTELXNOSTX \TOJ OCENKI.
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28) pUSTX C(X) { DOWERITELXNYJ INTERWAL DLQ PARAMETRA � I jC(X)j {
EGO DLINA. dOKAZATX, ^TO

E�0 jC(X)j =
Z
�

P�0(� 2 C(X)) d�:

29) rASPREDELENIE NABL@DENIQ X WIDA

p�(x) = P�(X = x) =
a(x)�x

C(�)
; x = 0; 1; 2; � � � ; a(x) � 0; � > 0;

NAZYWAETSQ RASPREDELENIEM STEPENNOGO RQDA. dOKAZATX, ^TO BINOMI-

ALXNOE, OTRICATELXNO BINOMIALXNOE I RASPREDELNIE pUASSONA ESTX RAS-

PREDELENIQ STEPENNOGO RQDA.

30) dOKAZATX, ^TO RASPREDELENIE STEPENNOGO RQDA PRINADLEVIT \KSPONEN-

CIALXNOMU SEMEJSTWU I DLQ PROIZWODQ]EJ FUNKCII MOMENTOW SPRAWED-

LIWO RAWENSTWO

M�(s) = E�e
sX =

C(�es)

C(�)
:

31) pUSTX X = (X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RASPREDEL<NNYE NA-

BL@DENIQ, PRI^<M RASPREDELNIE Xi; i = 1; � � � ; n QWLQETSQ RASPRE-

DELENIEM STEPENNOGO RQDA. dOKAZATX, ^TO RASPREDELENIE STATISTIKI

T (X) =
nP
i=1

Xi TAKVE QWLQETSQ RASPREDELENIEM STEPENNOGO RQDA I

p�(t) = P�(T (X) = t) =
A(t; n)�x

Cn(�)
; t = 0; 1; 2; � � � ;

GDE A(t; n) { KO\FFICIENTY PRI �t W RAZLOVENII Cn(�) W STEPENNOJ

RQD. dOKAZATX TAKVE, ^TO T (X) { POLNAQ DOSTATO^NAQ STATISTIKA.

32) w USLOWIQH PREDYDU]EJ ZADA^I DOKAZATX, ^TO OPTIMALXNYE OCENKI DLQ

PARAMETRI^ESKIH FUNKCIJ

g(�) = �r; r 2N; g(�) = P�(X1 = x)

SOOTWETSTWENNO IME@T WID

��(T ) =

(
0; T = 0; 1; � � � ; r � 1;
A(T�r;n)
A(T;n)

; T � r;

��(T ) =
a(x)A(T � x; n� 1)

A(T; n)
:
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33) pUSTX NABL@DENIE X IMEET PLOTNOSTX (OTNOSITELXNO MERY �) p�(x),

KOTORAQ POLOVITELXNA PRI WSEH x I PUSTX Q1 I Q2 { DWA RASPREDE-

LENIQ NA DEJSTWITELXNOJ PRQMOJ S KONE^NYMI PERWYMI MOMENTAMI.

dOKAZATX, ^TO DLQ DISPERSII L@BOJ NESME]<NNOJ OCENKI �(X) PARA-

METRA � SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

D��(X) �

 R
x dQ1(x)�

R
x dQ2(x)

!2

R
 2(x; �)p�(x) d�(x)

; � 2 �;

GDE

 (x; �) =
1

p�(x)

Z
A�

p�+y(x) (dQ1(y)� dQ2(y)); A� = fy : � + y 2 �g:

34) pUSTX Tn(Xn); Un(Xn), Vn(Xn); n = 1; 2; � � � { POSLEDOWATELXNOSTI STA-
TISTIK TAKIE, ^TO

Un(Xn)
Pn��! 1; Vn(Xn)

Pn��! 0; � 2 �; n!1

I

P�(Tn(Xn) < x)! G�(x) n!1; � 2 �

W KAVDOJ TO^KE NEPRERYWNOSTI x FUNKCII RASPREDELENIQ G�(x). dOKA-

ZATX, ^TO I

P�(Tn(Xn)Un(Xn) + Vn(Xn) < x)! G�(x) n!1; � 2 �

W KAVDOJ TO^KE NEPRERYWNOSTI x FUNKCII RASPREDELENIQ G�(x).

35) pUSTX D KLASS WSEH OCENOK PARAMETRA � 2 � PRI KWADRATI^NOJ FUNK-

CII POTERX PRI USLOWII, ^TO WYPOLNENY USLOWIQ REGULQRNOSTI kRAM�ERA

{ rAO (SM. tEOREMU 11.1.4 I E< sLEDSTWIQ). pREDPOLOVIM, ^TO OCENKA

�0(X) 2 D QWLQETSQ \FFEKTIWNOJ OCENKOJ, TO ESTX

E�(�0(X)� �)2 = C�0(�); � 2 �;

GDE

C�(�) = b2�(�) +
(1 + b0�(�))

2

I(�)
; b�(�) = E��(X) � �:
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dOKAZATX, ^TO ESLI DLQ L@BOJ OCENKI �(X) 2 D IZ SOOTNO[ENIQ

C�(�) � C�0(�); � 2 �

SLEDUET, ^TO

b�(�) � b�0(�); � 2 �;

TO �0(X) { DOPUSTIMAQ OCENKA.

36) pUSTX X = (X1; � � � ;Xn) { NEZAWISIMYE ODINAKOWO RASPREDEL<NNYE NA-

BL@DENIQ S

E�Xi = �; D�Xi = 1; i = 1; � � � ; n

I

� = � = R1; L(�; �) = (� � �)2:

dOKAZATX, ^TO PRI \TIH USLOWIQH OCENKA

�(X) = X =
1

n

nX
i=1

Xi

QWLQETSQ DOPUSTIMOJ I MINIMAKSNOJ.

37) dOKAZATX, ^TO DLQ SLU^AQ, KOGDA NABL@DENIE X IMEET RASPREDELENIE

pUASSONA, GEOMETRI^ESKOE RASPREDELENIE ILI OTRICATELXNO BINOMI-

ALXNOE RASPREDELENIE S NEIZWESTNYM PARAMETROM � 2 �, BAJESOWSKAQ

OCENKA �Q(X), SOOTWETSTWU@]AQ APRIORNOMU RASPREDELENI@ Q, ESTX

(UDOBNYJ WID DLQ \MPIRI^ESKOGO BAJESOWSKOGO PODHODA, SM. lEKCIQ 18)

�Q(X) = C(X)
pQ(X + 1)

pQ(X)
; � 2 �;

GDE C(x) { IZWESTNAQ KONSTANTA I

pQ(x) =

Z
�

p�(x) dQ(�):

oBOB]ITX \TOT REZULXTAT NA SLU^AJ, ESLI NABL@DENIE X IMEET DIS-

KRETNOE RASPREDELENIE WIDA

p�(x) = P�(X = x) = expfA(�) +B(�)h(x) + q(x)g:
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